23. PODSTAWY SYMBOLIZACJI W LOGICE RELACJI

Logika relacji jest pewnym poszerzeniem logiki predykatow. Rowniez w logice relacji musimy
opanowaé pewne podstawowe ,,chwyty”, ktore pozwola nam dokonywaé symbolizacji. Pierwszym z
tych ,,chwytow” jest zrozumienie wagi kolejnosci zapisywanych kwantyfikatoréw. Drugim ,,chwytem”
jest umiejetno$¢ dokonywania symbolizacji zdan kategorycznych w logice relacji. Trzecim wreszcie —
zrozumienie zachowania negacji. Pierwsza umiejgtnos¢ jest swoista dla logiki relacji, dwie pozostate
stanowia poszerzenie tego, co juz opanowaliscie.

23.1. Logika relacji jako poszerzona logika predykatow

Pamigtacie przyktad intuicyjnie prawidlowego rozumowania, ktéore w logice zdan okazywato sig
nieprawidtowe: Wszyscy ludzie sa $miertelni; Sokrates jest czlowiekiem; zatem Sokrates jest
$miertelny. Wiemy juz teraz, ze logika zdan — cho¢ jest teorig logiczna z wielu wzgledoéw imponujaca —
to jest teoria po prostu zbyt »zgrubna«, aby moc ujaé takie rozumowania jako rozumowania
prawidlowe. Radzi sobie z nimi logika predykatéw, gdyz pozwala zrozumie¢ logiczny sens funktora
‘wszyscy’. Istnieja jednakze intuicyjnie prawidlowe rozumowania, ktore wymuszaja poszerzenie
réwniez logiki predykatow. Oto jeden z przyktadow:

(A1)  Wszystkie wielkie koty lubia wszystkie antylopy.
Wszystkie Iwy sa wielkimi kotami.
Wszystkie antylopy gnu sa antylopami.
Zatem: Wszystkie lwy lubia wszystkie antylopy gnu.

Pozostawiam Wam dokonanie symbolizacji i przekonanie si¢, ze istotnie bgdzie to wnioskowanie
logicznie prawidlowe w logice predykatow. Wiaze si¢ to ponownie z tym, ze logika predykatow nie
rozpoznaje w szczegolnosci ztozonej struktury przestanki pierwszej oraz wniosku. Aby te strukture
odda¢ wprowadzi¢ aparature pozwalajaca na oddanie nie tylko wiasnosci indywiduéw, lecz rowniez
zwiazkow miedzy indywiduami. Tego dokonuje logika relacji.

23.1.1. Zdania indywiduowe
Rozwazmy nastepujace trzy zdania:

(1) Cezary kocha Anng.
(2) Cezary kocha Danutg.
(3) Bogdan kocha Danutg.

Z punktu widzenia logiki predykatéw zdania (1) r6zni si¢ od zdan (2)—(3) tym, ze w zdaniu pierwszym
wystepuje funkcja zdaniowa ‘X kocha Anng’, a zdania (2)—(3) maja wspdlng funkcje¢ zdaniowa ‘X kocha
Danute’. Logika predykatéw pozwala nam bowiem ,,uzmienni¢” tylko jedna nazwe z zdaniu. Logika
relacji odrzuca to ograniczenie, dopuszczajac funkcje zdaniowe o wielu zmiennych. W ten sposob
zdania (1)—(3) mozemy zinterpretowac jako zdania oparte o t¢ sama relacyjng funkcje zdaniowa:

Cezary kocha Anng.
Cezary \ Anna
__kocha

Relacyjne funkcje zdaniowe maja zawsze wigcej niz dwie luki. Aby odrézni¢ te rozne luki od siebie
oznacza si¢ je tzw. zmiennymi indywiduowymi (oznaczanymi X, Y, z, ewentualnie tymi zmiennymi z
dodanymi indeksami), np.:
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X kocha y
X lezy pomigdzy yiz
X; jest zazdrosny o Yy, bardziej niz X, jest zazdrosny o Y,

Zdania utworzone po zastgpieniu zmiennych nazwami w relacyjnych funkcjach zdaniowych sa
prostymi zdaniami zdajacymi sprawg z zachodzenia pewnych relacji pomigdzy indywiduami.

Skonstruujmy teraz legend¢ symbolizacji.

Dziedzina: ludzie a: Anna
b: Bogdan c: Cezary
d: Danuta Kxy: xkocha y

Mozemy teraz zapisa¢ zdanie (1) w jezyku logiki kwantyfikatorow zastgpujac zmienne odpowiednimi
nazwami indywiduowymi:

[1] Kca

Zwroémy od razu uwage, ze w wypadku relacji bardzo wazna jest kolejnos¢ zaréwno nazw, jak i
zmiennych indywiduowych wystgpujacych po statej relacyjnej, w naszym wypadku po ‘K’. Kolejnosé
ta odpowiada kolejnosci podmiotu i orzeczenia w zdaniu (1), np. Zdanie:

[4] Kac
reprezentuje zdanie:

(4) Anna kocha Cezarego.
Zdania (2) i (3) oddamy odpowiednio jako:

[2] Kcd
[3] Kbd

Zastandwmy sig, jak oddamy zdanie
(5) Bogdan jest kochany przez Danutg

Najpierw zdanie to musimy sparafrazowaé, czyli przeksztalcic do standardowej formy. W tym
przypadku uczynimy to bez wigkszych trudéw: ,,X jest kochany przez y” znaczy doktadnie tyle, co ,,y
kocha X”. Zdanie (5) jest wigc rownowazne zdaniu:

(5") Danuta kocha Bogdana
a wiec:

[5] Kdb

Cwiczenie 23.1.

Dokonaj symbolizacji nastgpujacych zastyszanych opinii o niektorych politykach polskich w oparciu o
podang legendg:

Dziedzina: ludzie a: Alicja Wiy: x jest wyzszy niz y
b: Beata Nxy: X jest nizszy niz y
c: Czestaw
d: Danuta

(a)  Alicja jest nizsza niz Beata.

(b)  Beata jest nizsza niz Czestaw.

(c)  Danuta jest wyzsza niz Czeslaw.

(d)  Czestaw jest nizszy niz Danuta.

(e)  Beata jest nizsza niz Czestaw, ale Danuta nie jest nizsza niz Czeslaw.

® Alicja, Beata i Czestaw sa nizsi niz Danuta.
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Jezeli Alicja jest nizsza niz Beata, a Beata — niz Danuta, to Alicja jest nizsza
niz Danuta.

(2
(h)  Albo Czestaw jest nizszy niz Danuta, albo Danuta jest nizsza niz Czestaw.

@) Czestaw nie jest ani wyzszy niz Danuta, ani nizszy niz Beata.

23.1.2. Zdania skwantyfikowane: kolejnos¢ kwantyfikatorow

Rozwazmy kolejno nastgpujace zdania:

(1) Ktos$ kocha Danutg. [1] IxKxd
(2) Bogdan kocha kogos. [2] IxKbx
(3) Ktos kocha kogos. [3] Ix3Ty Kxy

Aby dokona¢ symbolizacji dwoch pierwszych zdan wystarczy jeden kwantyfikator, aby dokonaé
symbolizacji ostatniego trzeba uzy¢ dwoch kwantyfikatorow. Poniewaz kolejnos¢ kwantyfikatorow
zwykle jest istotna warto przyjrze¢ si¢ wszystkim mozliwym kombinacjom kwantyfikatorow.

(1) 3IxIyKxy Kto$ kocha kogos.
(i) JyIxKxy Ktos$ jest przez kogos kochany.
(i)  Vx Vy Kxy Wszyscy kochaja wszystkich.
@iv) VyVxKxy Wszyscy sa kochani przez wszystkich.
(v) Vx3yKxy Wszyscy kogo$ kochaja.
(vi) 3Ty VxKxy Kto$ jest kochany przez wszystkich.
(vil)  3Ix Vy Kxy Kto$ kocha wszystkich.
(viii)  Vy3x Kxy Wszyscy sa kochani przez kogos.

Pary zdan (i)—(ii) oraz (iii)—(iv) sa sobie rownowazne. Natomiast pozostale zdania nie sa rownowazne i
warto poswigci¢ im chwile uwagi.

(v) Vx3IyKxy Wszyscy kogo$ kochaja.
(vi) 3Ty VxKxy Ktos$ jest kochany przez wszystkich.

Zdanie (v) jest prawie na pewno prawdziwe. Jezeli przyjmiemy, ze kazdy kocha przynajmniej swoich
rodzicow lub opiekunow, to bedzie prawdziwe. Warto jednak zwroci¢ uwage, ze w tym wypadku
wszyscy moga kocha¢ kogo$ zupehie innego. Zdanie (vi) natomiast prawie na pewno prawdziwe nie
jest — byloby ono prawdziwe, gdyby istniala osoba, ktora jest kochana przez wszystkich — super-idol w
rodzaju Marilyn Monroe, np. Zwrdémy tez uwagg, ze jezeli istnieje kto$, kto jest kochany przez
wszystkich (vi), to prawdziwe musi by¢ zdanie (v), tj. wszyscy kogo$ kochaja. Nie zachodzi jednak
odwrotna relacja wynikania.

(vil)  3Ix Vy Kxy Kto$ kocha wszystkich.
(viii)  Vy3x Kxy Wszyscy sa kochani przez kogos.

Podobnie maja si¢ rzeczy w przypadku pary twierdzen (vii)—(viii). Ze zdania (viii) nie wynika zdanie
(vii). Jezeli przyjmiemy, ze wszyscy sa kochani przynajmniej przez rodzicow lub opiekunéw, to zdanie
(viii) jest prawdziwe. Nie znaczy to jednak, ze kto$ kocha wszystkich (taka osoba bylby Bog np.).
Ponownie jednak ze zdania (vii) wynika zdanie (viii) — jezeli prawda jest to, ze kto$ kocha wszystkich,
to prawda jest takze, ze wszyscy sg przez kogos kochani.

Warto jeszcze wspomnie¢ o mozliwosci zwigzania obu miejsc w funkcji zdaniowej tym samym
kwantyfikatorem.

(ix) 3IxKxx Kto$ kocha siebie samego.
X)  VxKxx Wszyscy kochaja siebie samych.
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Cwiczenie 23.1I.

Niech dziedzina bedzie skonczona: {Ala, Beata, Cela, Danuta}. Relacj¢ ,,x kocha y” oznaczymy:
‘x —» y’. Proszg uzupehic diagramy nast¢pujacych zdan.

Ala Beata Ala Beata
Cela Danuta Cela Danuta
(v) Wszyscy kogo$ kochaja (vi) Kto$ jest kochany przez wszystkich
Ala Beata Ala Beata
Cela Danuta Cela Danuta
(viil) Wszyscy sa kochani przez kogo$ (vii) Ktos$ kocha wszystkich
Ala Beata Ala Beata
Cela Danuta Cela Danuta
(i) Kto$ kocha kogos (i1) Kto$ jest przez kogo$ kochany.
Ala Beata Ala Beata
Cela Danuta Cela Danuta
(iii) Wszyscy kochaja wszystkich. (iv) Wszyscy sa kochani przez wszystkich

Cwiczenie 23.lII.

Dokonaj symbolizacji nastgpujacych zdan w oparciu o podang legendg:
Dziedzina: politycy a: Andrzej Lepper Mxy: x jest madrzejszy niz y

(@)
(b)
(©)
(d)
(e)

j: Jerzy Urban Pxy: x jest popularniejszy nizy
m: Jan Maria Rokita Zxy: x zwodzi y

Jan Maria Rokita jest popularniejszy niz Jerzy Urban.
Jan Maria Rokita jest najpopularniejszym politykiem.
Wszyscy sa bardziej popularni niz Andrzej Lepper.
Kto$ jest bardziej popularny niz wszyscy.

Kto$ jest madrzejszy od kogos.
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® Wszyscy sa od kogos$ madrzejsi.

(g)  Ktos jest madrzejszy niz wszyscy.

(h)  Ktos$ kogos$ zwodzi.

(1) Kto$ jest przez kogo$ zwodzony.

)] Wszyscy sa przez kogo$ zwodzeni.
(k)  Ktos jest zwodzony przez wszystkich.
)] Wszyscy kogo$ zwodza.

(m) Kto$ zwodzi wszystkich.

23.1.3. Zmienne nie sa nazwami

Czgstym bledem popelnianym przez uczacych sig logiki relacji jest implicite przyjmowane zalozenie,
ze zmienne co$ nazywaja. De facto zmienne niczego nie nazywaja. Jedynym powodem, dla ktorego w
wyrazeniu:

(1) V¥x3yKxy

rozrézniamy zmienng ‘X’ od zmiennej Yy’ jest to, zeby wiedzie¢ przez ktory kwantyfikator sa one
wiazane. Ale jakiej litery uzyjemy na oznaczenie tych zmiennych zupelnie nie ma znaczenia, pod
warunkiem, ze te same luki funkcji zdaniowej sa wiazane tymi samymi kwantyfikatorami
wystepujacymi w tej samej kolejnosci. Zdanie (1) moglibysmy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

wazne jest tylko to, aby odpowiednie kwantyfikatory wystepujace na odpowiednim miejscu wigzaly te
same luki w funkcji zdaniowej. Nie stosujemy zapisu ze strzalkami, gdyz jest mato ekonomiczny i w
wypadku ztozonych zdan bylby mato czytelny. Zastepujemy go zapisem ze zmiennymi — nie wolno
jednak przywiazywac si¢ do nazw zmiennych. Wszystkie nast¢pujace zapisy sa zapisami tego samego
zdania, ktore wystgpuje w (1):

Vz 3y Kzy
Vz 3Ix Kzx
vy Ix Kyx
Vy 3z Kyz

Cwiczenie 23.IV.

Uzupetnij alternatywne zapisy nastepujacych zdan:

(a) (b) (c)
Ix Vy Kxy Vy VX Kxy Jy Vx Kxy
" 7 T
s s et

Jy VX Kyx Ix vy

Iz VX Kxz 3z Vx

IxVz VX Vz Kzx
Jz vy vz vy Kzy
Iy vz Kzy Jz vy
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23.2.Zdania kategoryczne

Zdania kategoryczne w logice relacji oddajemy podobnie, jak w logice zdan, z ta réznica, ze czgsto
musimy dookres$li¢, o kim moéwia kwantyfikatory. Przyjmiemy nastgpujaca legendg symbolizacji:

Dziedzina: ludzie
Kx: X jest kobieta Mx: X jest mgzczyzna
Pxy: X jest przyjazny wobec y-a Wy: X jest wrogi wobec y-a
Przyktad 1
Rozwazmy najpierw zdanie:
(1) Wszystkie kobiety sa przyjazne wobec pewnego mgzczyzny.

W zdaniu (1) wystepuja dwa kwantyfikatory. Zaznaczmy je i od razu zaznaczmy jakie zmienne beda
wigzac:
VX dy
Wszystkie kobiety sa przyjazne wobec jakiego§ mezczyzny.

Jest to zdanie kategoryczne typu A (typ zdania kategorycznego jest okre$lony przez pierwszy
kwantyfikator), mozemy wigc skorzystac z szablonu symbolizacji zdan kategorycznych typu A:

Jy

VX (KX — X jest przyjazny wobec jakiego$ mezczyzny)
Pozostaje nam dokona¢ symbolizacji ztozonej funkcji zdaniowej ,,X jest przyjazny wobec jakiego$
mezezyzny”. Jasne jest, ze funkcje zdaniowe rowniez moga by¢ typu A, E, I oraz O. Funkcja zdaniowa
X jest przyjazny wobec jakiego$ mezczyzny” jest typu I — mozemy ja sparafrazowacé tak:

istnieje taki y, ze Yy jest mg¢zczyzna i X jest przyjazny wobec Y
czyli:

VX (KX — X jest przyjazna wobec pewnego megzczyzny )

| IyMyaPxy) |

Ostatecznie zdanie (1) mozemy wyrazic:
[1] VX (Kx— 3y (My e Pxy))
lub — réwnowaznie:
[I'T VXx3y((Kxe My)— Pxy)
O tym, ze zdania te sa rownowazne przekonamy si¢ jednak dopiero, jak nauczymy si¢ dowodzi¢ w
logice relacji.
Przyktad 2

Rozwazmy zdanie podobne do zdania (1), roézniace si¢ od niego kolejnoScia, w ktdrej wystepuja
kwantyfikatory:
(2) Istnieje pewien mgzczyzna, wobec ktorego przyjazne sa wszystkie kobiety.
W zdaniu (2) wystepuja dwa kwantyfikatory. Zaznaczmy je i od razu zaznaczmy jakie zmienne bgda
wiazaé:
3x vy
Istnieje pewien me¢zczyzna, wobec ktorego przyjazne sa wszystkie kobiety.

Jest to zdanie kategoryczne typu I:

vy
Ix (Mx e wszystkie kobiety sa przyjazne wobec X)

Pozostaje nam dokona¢ symbolizacji ztozonej funkcji zdaniowej ,,wszystkie kobiety sa przyjazne
wobec X)”, a wigc:
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vy
Ix (Mx e wszystkie kobiety sa przyjazne wobec X)

| WKy-Py |

Ostatecznie zdanie (2) mozemy wyrazic:
[2] IX(Mx e Yy (Ky — Pyx))
lub — réwnowaznie:
[2'7 3x Vy(Mx e (Ky — Pyx))

Warto zwrdci¢ uwage, ze zdaniu [2'] nie jest rtownowazne zdanie:

I Vy (Mx e Ky) — Pyx)

Przyktad 3

W zdaniach (1) i (2) obydwa kwantyfikatory byly zawezone — jeden przez predykat ,,X jest kobieta”, a
drugi przez predykat ,,X jest mgzczyzna”. Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym drugi kwantyfikator
wiazacy zmienng ‘Y’ przebiega cala dziedzing.

(3) Wszystkie kobiety sa przyjazne wobec wszystkich.
W zdaniu (3) wystepuja dwa kwantyfikatory. Zaznaczmy je i od razu zaznaczmy jakie zmienne beda
wigzaé:
VX vy
Wszystkie kobiety sa przyjazne wobec wszystkich.
Zdanie (3) mozemy wyrazi¢ np. tak:
[3] Vx(Kx— VyPxy)

lub — rbwnowaznie:

[3"] VxVy(Kx— Pxy)

Przykiad 4, 5, 6
Analogicznie traktowac bedziemy zdania typu E, I oraz O:
(4) Zadna kobieta nie jest przyjazna wobec jakiegokolwiek mezczyzny.

czyli ,,Wszystkie kobiety sa nieprzyjazne wobec wszystkich mezczyzn”, co mozna wyrazi¢ za pomoca
nastgpujacych réwnowaznych zdan:

[4] VX(Kx— Vy(My — ~Pxy))

[47 VX Vy(Kxe My)— ~Pxy)
Zdanie typu I (gdzie ‘Wxy’ zastgpuje ‘X jest wrogi wobec y’):

(5) Pewna kobieta jest wroga wobec wszystkich mezczyzn.

[5] IX(Kx e Vy (My — Wxy))

[57 IX VY (Kx e (My — Wxy))

Zdanie typu O:

(6) Pewna kobieta nie jest wroga wobec zadnego mezczyzny.
[6] Ix(Kxe Vy(My— ~Wxy))
[67] 3x(Kx e~y (My e Wxy))
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Cwiczenie 23.V.

Dokonaj symbolizacji nastgpujacych zdan w oparciu o podana legendg:

Dziedzina: ludzie  Kx: X jest Kobieta Mx: X jest mezczyzna Hxy: x kocha sie w y
Tx: X jest matka Ox: X jest 0jcem Wxy: X wychowuje y

(a)  Wszystkie kobiety w kims§ si¢ kochaja

(b)  Pewien megzczyzna kocha si¢ we wszystkich.

(¢)  Niektorzy mezczyzni kochaja si¢ we wszystkich kobietach.

(d)  Wszystkie kobiety kochaja si¢ w jakim§ mezczyznie.

(e)  Wszyscy ojcowie kogos wychowuja.

® Niektorzy ojcowie wychowuja wszystkich.

(g)  Niektore matki wychowuja niektorych ojcow.

(h)  Kazdy mgzczyzna kocha si¢ w sobie.

1) Kazdy megzczyzna jest wychowywany przez pewna kobiete.

)] Pewna kobieta wychowuje kazdego mezczyzng.

Cwiczenie 23.VI.

Dokonaj symbolizacji nastgpujacych zdan w oparciu o podana legendg:
Dziedzina: ludzie a: Ala c: Czesia e Ewa
b: Basia  d: Dorota Pxyz — x znajduje si¢ pomiedzy y a z

(a) Ala znajduje si¢ pomigdzy Basia a Czesia

(b)  Basia znajduje si¢ pomigdzy Dorota a Ala.

(c)  Czesia znajduje si¢ pomigdzy Ala a Ewa.

(d)  Ktos znajduje si¢ pomigdzy Ala a Ewa.

(e)  Ala znajduje si¢ pomigdzy Basia i kims$ jeszcze.

® Basia znajduje si¢ pomig¢dzy kim$ z jednej strony i kims z drugie;.
(g)  Dorota nie znajduje si¢ pomigdzy Ala a Ewa.

(h)  Nikt nie znajduje si¢ pomigdzy Dorota a Basia.

@) Nikt nie znajduje si¢ pomigdzy Basia a Ala.

)] Dorota znajduje si¢ pomigdzy nikim a Basia (jest na poczatku szeregu).
(k)  Ewa znajduje si¢ pomigdzy Czesia a nikim (jest na koncu szeregu).

)] Kto$ znajduje sig¢ pomigdzy kim$ z jednej strony a kim$ z drugie;j.
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