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ROZWIĄZANIA ĆWICZEŃ 
14. DOWODZENIE V 

 

Przykład 1.  
1. ~W  •  ~S Zał. 
   
2.   W ∨ S Zał. (~Wpr) 
3.  ~W 

 • Elim 1 
4.  S MTP 2, 3 
5.  ~S 

 • Elim 1 
6. ~(W ∨ S) ~Wpr 2–4, 2–5  

Przykład 2.  
1. ~(W ∨ S) Zał. 
   
2.   W Zał. (~Wpr) 
3.  W ∨ S ∨Wpr 2 
4.   ~(W ∨ S) R 1 
5. ~W  ~Wpr 2–3, 2–4 
   
6.   S Zał. (~Wpr) 
7.  W ∨ S ∨Wpr 6 
8.   ~(W ∨ S) R 1 
9. ~S  ~Wpr 6–7, 6–8 
10. ~W  •  ~S  • Wpr 5, 9  

  

Przykład 3 
1. ~F ∨ ~J Zał. 
   
2.   F  •  J Zał. (~Wpr) 
    
3.   ~F Zał. (~Wpr) 
4.   F 

 • Elim 2 
5.   ~F R 3 
6.  ~~F ~Wpr 3–4, 3–5 
7.  ~J MTP 1, 6 
8.  J 

 • Elim 2 
9. ~(F  •  J) ~Wpr 2–7, 2–8  

Przykład 4 
1. ~(F  •  J) Zał. 
   
2.   ~(~F ∨ ~J) Zał. (~Elim) 
    
3.   ~F Zał. (~Elim) 
4.   ~F ∨ ~J ∨Wpr 3 
5.   ~(~F ∨ ~J) R 2 
6.  F ~Elim 3–4, 3–5 
    
7.   ~J Zał. (~Elim) 
8.   ~F ∨ ~J ∨Wpr 7 
9.   ~(~F ∨ ~J) R 2 
10.  J ~Elim 7–8, 7–9 
11.  F  •  J  • Wpr 6, 10 
12.  ~(F  •  J) R 1 
13. ~F ∨ ~J ~Elim 2–11, 2–12  

Przykład 5 
1. Z ∨ R Zał. 
   
2.  ~Z Zał. (→Wpr) 
3.  R MTP 1, 2 
4. ~Z → R →Wpr 2–3  
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Przykład 6. Dowód (b) z użyciem reguły 
DeM 

1. ~Z → R Zał. 
   
2.   ~(Z ∨ R) Zał. (~Elim) 
3.  ~Z  •  ~R DeM 2 
4.  ~Z 

 • Elim 3 
5.  R →Elim 1, 4 
6.  ~R 

 • Elim 3 
7.0 Z ∨ R ~Elim 2–5, 2–6  

Przykład 6. Dowód (b) bez użycia reguły 
DeM 

1. ~Z → R Zał. 
   
2.   ~(Z ∨ R) Zał. (~Elim) 
    
3.   ~Z Zał. (~Elim) 
4.   R →Elim 1, 3 
5.   Z ∨ R ∨Wpr 4 
6.   ~(Z ∨ R) R2 
7.  Z ~Elim 3–5, 3–6 
8.  Z ∨ R ∨Wpr 7 
9.  ~(Z ∨ R) R 2 
10. Z ∨ R ~Elim 2–8, 2–9  

  

Przykład 7. Dowód (a) 

1. W → B Zał. 
   
2.  ~B Zał. (→Wpr) 
    
3.   W Zał. (~Wpr) 
4.   B →Elim 1, 3 
5.    ~B R 2 
6.  ~W ~Wpr 3–4, 3–5 
7. ~B → ~W →Wpr 2–6  

Przykład 8. Dowód (b)  

1. ~B → ~W Zał. 
   
2.  W Zał. (→Wpr) 
    
3.   ~B Zał. (~Elim) 
4.   ~W →Elim 1, 3 
5.   W R 2 
6.  B ~Elim 3–4, 3–5 
7. W → B →Wpr 2–6  

  
  

  

(a) Zdanie A jest logicznie równoważne zdaniu ~~A 

1. A Zał. 
   
2.   ~A Zał. (~Wpr) 
3.  A R 1 
4.  ~A R 2 
5. ~~A ~Wpr 2–3, 2–4  

1. ~~A Zał. 
   
2.  ~A Zał. (~Elim) 
3.  ~~A R 1 
4.  ~A R 2 
5. A ~Elim 2–3, 2–4  

  
(b) Zdanie A  •  A jest logicznie równoważne zdaniu A 

1. A  •  A Zał. 
2. A 

 • Elim 1  
1. A Zał. 
2. A  •  A  • Wpr 1, 1  

  
(c) Zdanie A ∨ A jest logicznie równoważne zdaniu A 

1. A ∨ A Zał. 
   
2.  A Zał. (∨Elim) 
3.  A R2 
4. A ∨Elim 1, 2–3, 2–3  

1. A Zał. 
2. A ∨ A ∨Wpr 1  
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(d) Zdanie A → (B → C) jest logicznie równoważne zdaniu (A  •  B) → C 

1. A → (B → C) Zał. 
   
2.  A  •  B Zał. (→Wpr) 
3.  A 

 • Elim 2 
4.   B → C →Elim 1, 3 
5.  B 

 • Elim 2 
6.  C →Elim 4, 5 
7. (A  •  B) → C →Wpr 2–6  

1. (A  •  B) → C Zał. 
   
2.  A Zał. (→Wpr) 
    
3.   B Zał. (→Wpr) 
4.   A  •  B  • Wpr 2, 3 
5.   C →Elim 1, 4 
6.  B → C →Wpr 3–5 
7. A → (B → C) →Wpr 2–6  

  
(e) Zdanie A → B jest logicznie równoważne zdaniu ~A ∨ B 

1. A → B  Zał. 
   
2.  ~(~A ∨ B) Zał. (~Elim) 
    
3.   A Zał. (~Wpr) 
4.   B →Elim 1, 3 
5.    ~A ∨ B ∨Wpr 4 
6.    ~(~A ∨ B) R 2 
7.  ~A ~Wpr 3–5, 3–6 
8.  ~A ∨ B ∨Wpr 7 
9.  ~(~A ∨ B) R 2 
10. ~A ∨ B ~Elim 2–8, 2–9  

1. ~A ∨ B Zał. 
   
2.  A Zał. (→Wpr) 
    
3.   ~B Zał. (~Elim) 
4.   ~A MTP 1, 3 
5.   A R 2 
6.  B ~Elim 3–4, 3–5 
7. A → B →Wpr 2–6  

  
(f) Zdanie ~(A → B) jest logicznie równoważne zdaniu A  •  ~B 

1. ~(A → B)  Zał. 
   
2.  ~(A  •  ~B) Zał. (~Elim) 
    
3.   A Zał. (→Wpr) 
      
4.    ~B Zał. (~Elim) 
5.    A  •  ~B  • Wpr 3,4 
6.    ~(A 

 • 

 ~B) R 2 
7.   B ~Elim 4–5, 4–6 
8.  A → B →Wpr 3–7 
9.  ~(A → B) R 1 
10. A  •  ~B ~Elim 2–8, 2–9  

1. A  •  ~B Zał. 
   
2.  A → B Zał. (~Wpr) 
3.  A 

 • Elim 1 
4.  B →Elim 2, 3 
5.  ~B 

 • Elim 1 
6. ~(A → B) ~Wpr 2–5  

  



Katarzyna Paprzycka, Samouczek logiki zdań (wersja 2007): Temat 14. Dowodzenie V R14-4 

(g) Zdanie ~(~A ∨ B) jest logicznie równoważne zdaniu A  •  ~B 

1. ~(~A ∨ B) Zał. 
   
2.   ~A Zał. (~Elim) 
3.  ~A ∨ B ∨Wpr 2 
4.   ~(~A ∨ B) R 1 
5. A  ~Elim 2–3, 2–4 
   
6.   B Zał. (~Wpr) 
7.  ~A ∨ B ∨Wpr 6 
8.   ~(~A ∨ B) R 1 
9. ~B  ~Wpr 6–7, 6–8 
10. A  •  ~B  • Wpr 5, 9  

1. A  •  ~B Zał. 
   
2.  ~A ∨ B Zał. (~Wpr) 
    
3.   ~A Zał. (~Wpr) 
4.   A 

 • Elim 1 
5.   ~A R 3 
6.  ~~A ~Wpr 3–4, 3–5 
7.  B MTP 2, 6 
8.  ~B 

 • Elim 1 
9. ~(~A ∨ B) ~Wpr 2–7, 2–8  

  
(h) Zdanie ~(~A  •  B) jest logicznie równoważne zdaniu A ∨ ~B 

1. ~(~A  •  B) Zał. 
   
2.   ~(A ∨ ~B) Zał. (~Elim) 
    
3.   A Zał. (~Elim) 
4.   A ∨ ~B ∨Wpr 3 
5.   ~(A ∨ ~B) R 2 
6.  ~A ~Elim 3–4, 3–5 
    
7.   ~B Zał. (~Elim) 
8.   A ∨ ~B ∨Wpr 7 
9.   ~(A ∨ ~B) R 2 
10.  B ~Elim 7–8, 7–9 
11.  ~A  •  B  • Wpr 6, 10 
12.  ~(~A  •  B) R 1 
13. A ∨ ~B ~Elim 2–11, 2–12  

1. A ∨ ~B Zał. 
   
2.  ~A  •  B Zał. (~Wpr) 
3.  ~A 

 • Elim 2 
4.  ~B MTP 1, 3 
5.  B 

 • Elim 2 
6. ~(~A  •  B) ~Wpr 2–4, 2–5 
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ROZWIĄZANIA ĆWICZEŃ  

14. DOWODZENIE VII 

 

Dowód 2 

   
1.  p  Zał. (→Wpr) 
2.  p ∨ r ∨Wpr 1 
3. p → (p ∨ r) →Wpr 1–2  

Dowód 3 (z użyciem reguł podstawiania) 

   
1.  ~(p ∨ ~p) Zał. (~Elim) 
2.  ~p  •  ~~p deM 1 
3.  ~p 

 • Elim 2 
4.  ~~p 

 • Elim 2 
5. p ∨ ~p ~Elim 1–3, 1–4  

Dowód 3 (z użyciem reguł pierwotnych) 
   

1.  ~(p ∨ ~p) Zał. (~Elim) 
    

 2.   p Zał. (~Wpr) 
3.   p ∨ ~p ∨Wpr 2 
4.   ~(p ∨ ~p) R1 
5.  ~p ~Wpr 2–3, 2–4 
6.  p ∨ ~p ∨Wpr 5 
7.  ~(p ∨ ~p) R1 
8. p ∨ ~p ~Elim 1–6, 1–7  
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Ćwiczenie I.  

 
(a)  

   
1.   p Zał. (→Wpr) 
2.  p R1 
3. p → p →Wpr 1–2  

(b)  
   
1.  (p→q)  •  (q→ r) Zał. (→Wpr) 
    
2.   p Zał. (→Wpr) 
3.   p → q  • Elim 1 
4.   q →Elim 3, 2 
5.   q → r  • Elim 1 
6.   r →Elim 5, 4 
7.  p → r →Wpr 2–6 
8. ((p→q)  •  (q→r)) → (p→r) →Wpr 1–7  

  
(c)   

   
1.  (p → q)  •  (p → r) Zał. (→Wpr) 
    
2.   p Zał. (→Wpr) 
3.   p → q  • Elim 1 
4.   q →Elim 3, 2 
5.   q → r  • Elim 1 
6.   r →Elim 5, 4 
7.   q  •  r  • Wpr 4, 7 
8.  p → (q  •  r) →Wpr 2–7 
9. ((p → q)  •  (p → r)) → (p → (q  •  r)) →Wpr 1–8  

 
(d)  

   
1.  (p → r)  •  (p → ~r) Zał. (→Wpr) 
    
2.   p Zał. (~Wpr) 
3.   p → r  • Elim 1 
4.   r →Elim 3, 2 
5.   p → ~r  • Elim 1 
6.   ~r →Elim 5, 2 
7.  ~p ~Wpr 2–4,2–6 
8. ((p → r)  •  (p → ~r)) → ~p →Wpr 1–7  

  
(e)   

   
1.  p  •  (q → r) Zał. (→Wpr) 
    
2.   p  •  q Zał. (→Wpr) 
3.   q → r  • Elim 1 
4.   q  

 • Elim 2 
5.   r →Elim 3, 4 
6.  (p  •  q) → r →Wpr 2–5 
7. (p  •  (q → r)) → ((p  •  q) → r) →Wpr 1–6  
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(f)   
   
1.  p  •  (q → r) Zał. (→Wpr) 
    
2.   q Zał. (→Wpr) 
3.   q → r  • Elim 1 
4.   r →Elim 3, 2 
5.   p 

 • Elim 1 
6.   p  •  r  • Wpr 5, 4 
7.  q → (p  •  r) →Wpr 2–6 
8. (p  •  (q → r)) → (q → (p  •  r)) →Wpr 1–7  

  
(g)   

   
1.  p → (q → r) Zał. (≡Wpr) 

    
2.   q Zał. (→Wpr) 

     
3.    p Zał. (→Wpr) 
4.    q → r →Elim 1, 3 
5.    r →Elim 4, 2 
6.   p → r →Wpr 3–5 
7.  q → (p → r) →Wpr 2–6 

   
8.  q → (p → r) Zał. (≡Wpr) 

    
9.   p Zał. (→Wpr) 

     
10.    q Zał. (→Wpr) 
11.    p → r →Elim 8, 10 
12.    r →Elim 11, 9 
13.   q → r →Wpr 10–12 
14.  p → (q → r) →Wpr 9–13 
15. (p → (q → r)) ≡ (q → (p → r)) →Wpr 1–14  

  
(h)   

   
1.  (p ∨ q)  •  ((p → r)  •  (q → s)) Zał. (→Wpr) 
2.  p ∨ q  • Elim 1 
3.  (p → r)  •  (q → s)  • Elim 1 

    
4.   p  Zał. (∨Elim) 
5.   p → r  • Elim 3 
6.   r →Elim 5, 4 
7.   r ∨ s ∨Wpr 6 

    
8.   q Zał. (∨Elim) 
9.   q → s  • Elim 3 

10.   s →Elim 9, 8 
11.   r ∨ s ∨Wpr 10 
12.  r ∨ s ∨Elim 2, 4–7, 8–11 
13. ((p ∨ q)  •  ((p → r)  •  (q → s))) → (r ∨ s) →Wpr 1–14  

 



Katarzyna Paprzycka, Samouczek logiki zdań (wersja 2007): Temat 14. Dowodzenie V R14-8 

Ćwiczenie II.  

(a) 
   

1.  ~[(p → q) ∨ (q → p)] Zał. (~Elim) 
    
2.   p Zał. (→Wpr) 
     
3.    ~q Zał. (~Elim) 
      
4.     q Zał. (→Wpr) 
5.     p R2 
6.    q → p →Wpr 4–5 
7.    (p → q) ∨ (q → p) ∨Wpr 6 
8.    ~[(p → q) ∨ (q → p)] R1 
9.   q ~Elim 3–7, 3–8 
10.  p → q →Wpr 2–9 
11.  (p → q) ∨ (q → p) ∨Wpr 10 
12.  ~[(p → q) ∨ (q → p)] R1 
13. (p → q) ∨ (q → p) ~Elim 1–11, 1–12  

 
(b) 

   
1.  ~[(p → q) ∨ (q → p)] Zał. (~Elim) 
2.  ~(p → q)  •  ~(q → p) DeM 1 
3.  ~(p → q)  • Elim 2 
4.  ~(q → p)  • Elim 2 
5.  p  •  ~q NegImpl 3 
6.  q  •  ~p NegImpl 4 
7.  p 

 • Elim 5 
8.  ~p 

 • Elim 6 
9. (p → q) ∨ (q → p) ~Elim 1–7, 1–8  

 
 
 


