14. DOWODZENIE V:
WYNIKANIE LOGICZNEM, ROWNOWAZNOSC LOGICZNA,
DOWODZENIE TAUTOLOGII

Cele i wprowadzenie

O Pojgcie wynikania logicznego i rownowaznosci logicznej w systemie SD

O Umiejetno$¢ wykazywania zachodzenia relacji wynikania logicznego i réwnowaznosSci
logicznej za pomoca dowodow

O umigjetnos$¢ dowodzenia tautologii

14.1. Wynikanie logiczne

O wniosku wyprowadzanym z zatozen pierwotnych czgsto mowili$my, ze wniosek ten wynika z tych
zatozen. Istotnie tak eksplikuje si¢ pojecie wynikania logicznego w systemie SD.

Zdanie Z, wynika logicznie (w systemie SD) ze zbioru zdan {Z,, Z,, ..., Z;} zawsze i
tylko wtedy, gdy istnieje w systemie SD dowdd, ze Z;na podstawie zbioru zatozen
pierwotnych {Z,, Z,, ..., Z;}.

Niech wyrazenie ‘I" -+ p’ znaczy tyle, co ‘istnieje w systemie SD dowdd, ze p na podstawie zbioru
zatozen pierwotnych I”. Mamy wtedy:

Zdanie Z, wynika logicznie (w systemie SD) ze zbioru zdan {Z, Z,, ..., Z;} zawsze i
tylko wtedy, gdy {Z,, Z,, ..., Z;} + Z,.

Warto zwrdci¢ uwage, ze metoda dowodzenia pozwala na ustalenie zwiazku wynikania
logicznego niejako ,,bezposrednio”. Pamigtamy bowiem, Ze zastosowanie metody matrycowej do
wykazania, ze dane zdanie wynika logicznie ze zbioru zdan wiazato si¢ z wykazaniem, ze relacja
wynikania logicznego zachodzi migdzy wilasciwymi schematami logicznymi tychze zdan. Stosujac
metod¢ dowodzenia nie musimy odwotywac si¢ do wilasciwych schematow logicznych zdan,
aczkolwiek relacja wynikania powinna by¢ uogoélniona takze na schematy zdaniowe. (Jak pamigtamy,
formutami sa zaré6wno zdania jak i schematy zdaniowe.)

Formuta y wynika logicznie (w systemie SD) ze zbioru formut {@,, @y, ..., @;} zawsze i

tylko wtedy, gdy {@1, @2, ..., Ox} = Y.

Mozemy na tej podstawie zrozumie¢ tez, ze logiczna prawidlowo$¢ wnioskowania polega na tym, iz
wniosek wynika logicznie z przestanek:

Whioskowanie jest logicznie prawidtowe (w systemie SD) zawsze i tylko wtedy, gdy
gdy istnieje w systemie SD dowo6d wniosku na podstawie zbioru przestanek.
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14.2. Zdania r6wnowazne logicznie

Dwa zdania sa rownowazne logicznie zawsze i tylko wtedy, gdy jedno logicznie wynika z drugiego.
Ogodlnie:

Formuta y jest logicznie rbwnowazna (w systemie SD) formule ¢ zawsze i tylko wtedy,
gdy 10} F worazgdy {y} - ¢.

Aby wykazaé, ze dwa zdania sg logicznie rébnowazne trzeba skonstruowa¢ dwa dowody — w jednym
dowodzie wyproadzi¢ musimy jedno zdanie z drugiego, a w drugim — drugie zdanie z pierwszego.

Przypomnijmy sobie rownowaznosci logiczne, ktore byliSmy w stanie wyczué juz intuicyjnie,
a z ktorych korzystaliSmy w Temacie 3 i 4 dotyczacym symbolizacji. Mamy teraz mozliwos$¢ uzasadnié
nasze intuicje stosujac metod¢ dowodzenia

14.2.1. Prawa de Morgana I: ‘ani p, ani r’
Jak pamigtamy uznaliSmy za logicznie rownowazne zdania:

(1) Nie jest prawdziwa ani teoria Watsona, ani teoria Skinnera.
(2) Nieprawda, ze albo teoria Watsona albo teoria Skinnera jest prawdziwa.

Zdaniom tym odpowiadaja logicznie rownowazne formuty logiki zdan:

[1] ~We-~S S: Teoria Skinnera jest prawdziwa
[2] ~(WvYS) W: Teoria Watsona jest prawdziwa

Mozemy teraz udowodnic, ze nasze intuicje nas nie zawodzily, konstruujac: (a) dowod, ze ~(W v S) na
podstawie zalozenia, ze ~W e ~S oraz (b) dowdd, ze ~W e ~S na podstawie zatozenia, ze ~(W v S).
Pierwszy z tych dowodow jest prostszy.

Wskazowki:
Przyktad 1. Dowéd (a)
W subderywacji nalezy wyprowadzi¢ bezposred-
L]~We~S§ Zal. nia sprzeczno$¢, moze to by¢ albo para zdan ~W i
W, albo para zdan ~S i S. Sprobujmy
wyprowadzi¢ sprzeczno$¢ S i ~S. Drugi element,
~S, jest ftatwo dostgpny. Skad wzia¢ S?
Oczywiscie z  drugiej przestanki.  Aby
wyprowadzi¢ S, trzeba najpierw otrzymac negacje
~(WvS) pierwszego czionu alternatywy znajdujacej si¢ w
wierszu 2, czyli trzeba najpierw otrzymaé zdanie
~W. W prosty sposob otrzymamy je z wiersza 1.

2.1 |wvs Zat. (~Wpr)

Peten dowdd podany jest w Rozwiqzaniach
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Wskazowki:

Przyktad 2. Dowod (b)
Whniosek jest koniunkcja i mozemy w tym

L | -(WvS) Zal. wypadku zastosowa¢ narzucajaca sig¢ strategi
zastosowania regulty eWpr. Musimy jednak uzys-
ka¢ oba cztony ~W oraz ~S. Obydwa te cztony
uzyskamy stosujac regule ~Wpr.

Peten dowdd podany jest w Rozwiqzaniach
~W e ~§

Dowody te stanowia uzasadnienie naszych intuicji dotyczacych zdan (1) i (2).
14.2.2. Prawa de Morgana Il: ‘nie zarébwno p i r’

Jak pamigtamy uznaliSmy za logicznie rownowazne zdania:
(1) Teoria Freuda i teoria Junga nie sa obie prawdziwe.
(2) Albo teoria Freuda albo teoria Junga jest falszywa.

Zdaniom tym odpowiadaja logicznie rownowazne formuty logiki zdan:

[1] ~(F e ) F: Teoria Freuda jest prawdziwa
[2] ~Fv~J J: Teoria Junga jest prawdziwa

Mozemy teraz udowodnic, ze nasze intuicje nas nie zawodzily, konstruujac: (a) dowodd, ze ~(F o J) na
podstawie zalozenia, ze ~F v ~J oraz (b) dowdd, ze ~F v ~J na podstawie zatozenia, ze ~(F e J).
Pierwszy z tych dowodow jest prostszy.

Wskazowki:
Przyktad 3. Dowéd (a)
W subderywacji nalezy wyprowadzi¢ bezposred-
L] ~Fv~J Zal. nia sprzeczno$¢, moze to by¢ albo para zdan ~F i
F, albo para zdan ~J i J. Sprobujmy wyprowadzié¢
sprzeczno$¢ J i ~J. Pierwszy element, J, jest tatwo
dostgpny. Skad wziac¢ ~J? Oczywiscie z pierwszej
przestanki. Aby wyprowadzi¢ ~J, trzeba najpierw
otrzymac negacjg pierwszego czlonu alternatywy,
czyli trzeba najpierw otrzymaé zdanie ~~F.
Jedynym sposobem na otrzymanie ~~F jest za
pomoca reguty ~Wpr. Trzeba wigc skonstruowac
jeszcze jedna subderywacjg (wnuczke) 1 w niej juz
tatwo da si¢ znalez¢ bezposrednia sprzecznosc.

2. Fel Zat. (~Wpr)

Peten dowdd podany jest w Rozwiqzaniach

~(F o)
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Wskazowki:

Przyktad 4. Dowod (b)
| “(Fel) Zal W subderywacji nalezy wyprowadzi¢ bezposred-
) ’ nig sprzeczno$¢. Moze to by¢ albo para zdan:
~F e J)iF e ], albo ~(~F v ~J)i~F v ~J. Gdyby
to miata by¢ ta druga para wowczas musielibySmy
wyprowadzi¢ najpierw ~F; jednak wyprowadze-
nie ~F (za pomoca reguly ~Wpr) nastrgczatoby
klopotow (zastandw sig jakich). Sprobujmy zatem
dazy¢ do otrzymania pierwszej pary zdan bezpo-
$rednio sprzecznych. ~(F e J) juz mamy. Musimy
zdoby¢ F e J stosujac regule eWpr. Musimy
zatem zdoby¢ swobodnie stojace zdanie F, oraz
swobodnie stojace zdanie J. W obydwu wypad-
kach pozostaje nam tylko ostatnia deska ratunku
w postaci reguty ~Elim. Jak skonstruujecie
odpowiednie subderywacje, to para zdan bezpo-
srednio sprzecznych begdzie juz w zasiggu dwoch
regul.

2. ~(~F v ~]) Zat. (~Elim)

Peten dowdd podany jest w Rozwiqzaniach

~Fv~]
Dowody te stanowia uzasadnienie naszych intuicji dotyczacych zdan (1) i (2).

14.2.3. ‘p chyba, ze r’
Rozwazajac zdanie: R: Rozwiode sic
(1) Rozwiodg sig, chyba zZe si¢ zmienisz. Z: Zmienisz si¢

doszli$my do wniosku, ze mozna je sparafrazowa¢ na dwa logicznie rownowazne sposoby:

(2) Jezeli sig nie zmienisz, to si¢ rozwiodg, czyli: ~Z — R
(3) Albo si¢ zmienisz, albo si¢ rozwiodg, czyli: Z v R

Mozemy teraz udowodni¢, Ze nasze intuicje nas nie zawodzity, konstruujac: (a) dowod, ze ~Z — R na
podstawie zatozenia, ze Z v R oraz (b) dowod, ze Z v R na podstawie zatozenia, ze ~Z — R. Pierwszy
z dowodow jest bardzo prosty i nie wymaga komentarza. Drugi dowdd jest trudniejszy, jezeli ma by¢
przeprowadzany tylko w oparciu o reguly pierwotne. Staje si¢ prostszy jezeli opiera si¢ na regule
podstawiania DeMorgana (DeM), ktéra pozwala zdanie postaci ‘~(p v ¢)’ zastapi¢ zdaniem postaci
‘~p ® ~g’ zastosowanej w kroku 3 (regute DeM wprowadzimy w Temacie 15):
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Przyktad 5. Dowod (a) Przyktad 6. Dowad (b) (z reguta DeM)

1.|ZvR Zal. 1. |~Z—=R Zal.
2. ~(Z v R) Zat. (~Elim)
3. ~7 o ~R DeM 2
ZvR

Rozwiqzania zawieraja zarowno Dowod (b) z uzyciem reguty DeM jak i ten dowdd przeprowadzony
wylacznie za pomoca regut pierwotnych.

Ponownie obydwa dowody stanowia uzasadnienie dla naszych je¢zykowych intuicji.
Jednoczes$nie mozliwo$é wykazania tych rownowazno$ci pokazuje, ze w systemie dedukcji naturalnej
ujcte sa glebokie prawidia rzadzace mysla, ktore zakodowane sa w naszym jezyku. Niesamowite jest
zardwno to, ze je intuicyjnie wyczuwamy, jak i to ze teraz jesteSmy w stanie lepiej zrozumie¢ zrdodia
tych zaleznosci.

14.2.4. ‘r tylko jesli p’
Rozwazajac zdanie: B: Kupisz bilet
(1) Wygrasz na loterii tylko jesli kupisz bilet. W: Wygrasz na loterii

doszli$my do wniosku, ze mozna je sparafrazowac na dwa logicznie rownowazne sposoby:

(2) Jezeli wygrasz na loterii, to [znaczy, ze] musiale$§ kupi¢ bilet; czyli: W — B
(3) Jezeli nie kupisz biletu, to nie wygrasz na loterii; czyli: ~B — ~W

Mozemy teraz udowodnié, ze nasze intuicje nas nie zawodzity, konstruujac: (a) dowod, ze ~B — ~W
na podstawie zatozenia, ze W — B oraz (b) dowod, ze W — B na podstawie zatozenia, ze ~B — ~W.
Obydwa dowody sa w miarg proste — pelne dowody znajduja si¢ w Rozwigzaniach.

Przyktad 7. Dowéd (a) Przykiad 8. Dowéd (b)
1.l W—>B Zat. I.|~B—~W Zat.
~B > ~W W—-B

Katarzyna Paprzycka, Samonczek logiki zdaii (wersja 2007): Temat 14. Dowodzenie V 14-5



Cwiczenie I.

Dowiedz, ze nastgpujacymi pary zdan sa logicznie rownowazne:

(a) A ~~A

(b) AeA A

(c) AVA A

d A->B->0 (AeB)—>C
(e&) A—B ~A v B

® ~A—-B) Ae~B

(8 ~(~AvB) Ae~B

(h) ~(~A ¢ B) Av~B

14.3. Dowodzenie tautologii

Temat 5 rozpoczglismy intuicyjnym rozroéznieniem zdan przygodnie prawdziwych od zdan logicznie
prawdziwych, tzn. prawdziwych ze wzgledu na swa strukture logiczng. WskazaliSmy wowczas na
istnienie tautologii, tzn. schematow zdan logicznie prawdziwych 1 stosowaliSmy metodg
zerojedynkowa, aby wykazac¢ tautologicznos¢ takich schematow.

W systemie dedukcji naturalnej SD mozemy dowodzi¢ zaréwno tautologicznosci schematow
zdaniowych, jak i logicznej prawdziwo$ci zdan. W obydwu przypadkach dowodd taki przybiera
charakterystyczna posta¢ wyprowadzenia danego schematu zdaniowego lub zdania bez zatozen
pierwotnych.

Schemat zdaniowy o jest tautologia (w systemie SD) zawsze i tylko wtedy, gdy istnieje
w systemie SD dowdd, ze o na podstawie pustego zbioru zatozen pierwotnych, czyli gdy
D+ .

Zdanie Z jest logicznie prawdziwe (w systemie SD) zawsze i tylko wtedy, gdy istnieje w
systemie SD dowdd, Zze Z na podstawie pustego zbioru zalozen pierwotnych, czyli gdy

D+ Z

Dowdd 1: Dowiedz, ze ~(p » ~p) jest tautologia

Sprobujmy dowiesé, ze ~(p ® ~p) jest tautologia. Podejdziemy do dowodu doktadnie tak, jak do tej
pory, z wyjatkiem tego, ze nie mozemy wpisa¢ zadnych zatozen pierwotnych, gdyz ich nie ma.
Tautologi¢ ~(p ® ~p) natomiast wpisa¢ musimy na dole linii dowodowej. Musimy skonstruowa¢ dowaod
stanowiacy jej uzasadnienie. Przygotowujemy zatem nasz dowod:

~(p *~p)

Mimo porazajacej oczy pustki, nasze postgpowanie niczym si¢ nie bedzie r6zni¢ od dotychczasowego.
Dowody tautologii i prawd logicznych zawsze beda wymagaly zastosowania regut konstrukcyjnych. W
naszym wypadku narzuca si¢ zastosowanie reguty ~Wpr. Musimy zatem skonstruowaé subderywacjg o
Scisle okreslonym zatozeniu dodatkowym:

L| |pe~p Zat. (~Wpr)

~(p *~p)
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Zatozenie to jest pierwszym wierszem przeprowadzanego dowodu. Teraz naszym zadaniem jest
znalezienie zdan bezposrednio sprzecznych, co w powyzszym wypadku jest trywialne:

1| [pe~—p Zat. (~Wpr)
2. p oElim 1

3. ~p oElim 1

4. | ~(p e ~p) ~Wpr 1-2, 1-3

Dowdd 2 — dla przerazonych dowodzeniem tautologii

Zdarza sig niekiedy studentom przyzwyczajonym do dowodzenia, ze pewne zdanie wynika logicznie z
innych, iz trudno im przezwycig¢zy¢ porazenie spowodowane wspomniana juz pustka wsrod zatozen
pierwotnych. Na takie ktopoty sugeruje przeprowadzenie nastepujacego dowodu:

1.|q.s Zal.

p—>@vr)

Poniewaz mamy wyprowadzi¢ implikacj¢, musimy zastosowa¢ regut¢ —Wpr. Po przygotowaniu
subderywacji:

1. ges Zat.
2. | p Zat. (—Wpr)
pVr
p—>@vr)

strategia dowodzenia narzuca si¢ sama — aby otrzymac alternatywe p v » majac dany jej pierwszy czton
wystarczy zastosowac regute vWopr.

1. | ges Zat.

2.0 |p Zat. (—Wpr)
3. | pVvr vWpr 2

4. | p—>@vr —Wpr 2-3

Ten dowod jest bardzo prosty. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze nie korzysta si¢ w ogole z
przestanki 1. Istotnie schemat p — (p Vv r) jest tautologia — mozna go wyprowadzi¢ z pustego zbioru
przestanek pierwotnych. Przeprowadz ten dowod (por. Rozwigzania):

p—=>@vr)
Oczywiscie istotne przebiegi obu dowodow sa identyczne. W pierwszym wypadku wstawiliSmy
przestankg ,,atrapg”, ktora stuzyta tylko usmierzeniu palpitacji serca. Zawsze taka atrapg mozna sobie
postawié¢, pod warunkiem, ze w przestance tej nie wystgpuja zadne zmienne zdaniowe (ew. zdania)
wystgpujace w tautologii (ew. zdaniu logicznie prawdziwym), ktorego mamy dowies¢.
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Cwiczenie I.

Dowiedz, ze nast¢pujace schematy zdaniowe sa tautologiami:

(a) PP

(b) (P=9)o(@g—>n)—>p@P—r)

(©) (@—=9e@—n)—>(@—>(qen)

(d) (p—>nep@—~n)—~p

(e) pe@—=>n)—>(eg)—r)

€] (pe(@g—=n)—=(@—=@en)

(2) p—@—=>n=@g—>p@—>r)

)  (pvee(@one@—9))—>@vs)

Dowdd 3 — prawo wylaczonego srodka

prawo sylogizmu hipotetycznego
prawo mnozenia nastgpnikow
prawo redukcji do absurdu

prawo dylematu konstrukcyjnego

Nie wszystkie dowody tautologii sa rownie proste — w szczegdlnosci jezeli nie korzysta si¢ z regut
wtornych i regul podstawiania. Jednym z trudniejszych dowodoéw — w oparciu o wspomniane
ograniczenia — jest dowod prostego wydawaloby si¢ prawa wylaczonego srodka (po lewej stronie
umieszczony jest opis strategii; po prawej stronie kolejne etapy konstruowania dowodu — aby lepiej
zrozumie¢ przebieg dowodu wpisz odpowiednie informacje w zaznaczone pola, a potem sprawdz czy

wpisane zostaty poprawnie):

(A) Mamy wyprowadzi¢ pv ~p. Narzuca si¢
zastosowanie reguly vWpr, nie mamy jednak
zadnego cztonu, do ktoérego mozna byloby co$
doda¢. Nie mamy tez mozliwosci otrzymania
takiego cztonu. Sytuacja jest beznadziejna, a w
takiej sytuacji Babunia radzi ,stosuj regule
~Elim!”:

(B) Zyskujemy teraz dodatkowa informacjg, ale
musimy dazy¢ do wyprowadzenia jakiej§ (choc
nie wiemy jakiej) sprzecznosci. Poniewaz jednak
nie mamy specjalnego wyboru sprobujmy
wyprowadzi¢ zdanie sprzeczne z tym wlasnie
zatozeniem. Naszym celem posrednim staje si¢
otrzymanie pary zdan:

pV~p

~(p v ~p)

Drugie z tych zdan otrzymujemy przez
powtorzenie. Klopot tylko z pierwszym.

pv~p

~(p Vv ~p) Zat. (~Elim)

pv-~p

Katarzyna Paprzycka, Samonczek logiki zdaii (wersja 2007): Temat 14. Dowodzenie V

14-8



(C) Musimy si¢ zastanowié, jak otrzymaé
schemat pv ~p. Jest to schemat alternatywy. 1. ~(p Vv ~p) Zat. (~Elim)
Dostepne sa dwie strategie: (i) albo korzystamy z
reguly vWpr, (i) albo korzystamy z reguty
~Elim. Zwr6¢émy uwage, ze do drugiej strategii
juz si¢ ucieklismy (por. (A)). Gdybysmy to
uczynili ponownie wowczas byliby§my na dobre;j

drodze do nieskonczonego regresu subderywacji. pV~p
Sprobujmy zatem wykorzysta¢ strategig (i) i ~(p v ~p) R1
zastosowaé regul¢ vWpr. Nalezy tez zwrodcié PV ~p

uwageg, ze obiekcja podniesiona wobec tej
strategii w punkcie wyjScie (A) przestaje
obowiazywac. Teraz juz bowiem dysponujemy
czyms$, a mianowicie zatozeniem dodatkowym w

wierszu 1.
(D) Aby  zastosowa¢ regule VvWpr do
wyprowadzenia p v ~p, musimy dysponowaé¢ 1. ~(p Vv ~p) Zat. (~Elim)
jednym z jej cztondw. W tym momencie mozemy
obra¢ za cel dowolny z nich — wybierzmy ~p.
Naszym celem jest wyprowadzenie ~p.
~p
pyV-~p
~(p v ~p) R1
pyV~p
(E) Aby  wyprowadzi¢  ~p,  sprobujemy
zastosowac regule ~Wpr. Konstruujemy wigc 1. ~(p v ~p) Zat. (~Elim)
subderywacje, ktorej zatozeniem dodatkowym
jest p. Musimy teraz wyprowadzi¢ jakas 2. p Zat. (~Wpr)
bezposrednia sprzecznos¢. Moze to by¢ albo:
p
~p ~
albo P
pNy-~p pxr R1
~(p Vv ~p)
~(p VvV ~
(pv~p) PV D
(F) Chwila refleksji wystarczy aby wybrac te
druga ewentualno$¢: 1. ~(p v ~p) Zat. (~Elim)
p Vv ~p — otrzymamy przez zastosowanie reguly
vWpr 2. p Zat. (~Wpr)
~(p v ~p) — otrzymamy przez powtorzenie; pV~p
4, ~(p v ~p) R1
Reszta uktada si¢ w dowod. ~p
pv-~p
~p v ~p) R1
pv-~p
Cwiczenie L.

Sprobuj dowiesé (a) bez pomocy regul podstawiania, (b) z pomoca tych regul, ze nastgpujacy schemat
zdaniowy jest tautologia: (p — q) Vv (g = p).

Cwiczenie IIl.
Dowiedz, ze wszystkie pozostate schematy tautologiczne wymienione w Temacie 7 sa tautologiami w
systemie SD.
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