13. DOWODZENIE IV: REGULY =WPR, VELIM, ~WPR, ~ELIM

Cele i wprowadzenie

O Umiejetnos¢ stosowania regut pierwotnych =Wpr, vElim, ~Wpr, ~Elim
O Umiejetnos¢ przeprowadzania prostych dowodéw z uzyciem tych regut

13.1. Reguta =Wpr (Reguta dotaczania rownowaznosci)

Jezeli w jednej subderywacji dowodu macierzystego, ktorej zalozeniem jest p mozna
wyprowadzi¢ (swobodnie wystepujace) », a w drugiej subderywacji dowodu
macierzystego, ktorej zalozeniem jest » mozna wyprowadzi¢ (swobodnie
wystepujace) p, to do dowodu macierzystego wolno dotaczyé wiersz, gdzie
(swodobnie) wystepuje rOwnowaznosé p = r.

i \p  Zal. (=Wpr)
J- r

k. r Zat. (=Wpr)

L.

> | p=r = Wpr i, k—/

Intuicje

Jesli z zatozenia, Zze p, mozna wyprowadzi¢ r, to prawdziwa jest implikacja p — r (p tylko wtedy, gdy
r); a jezeli z zatozenia, ze r mozna wyprowadzi¢ p, to prawdziwa jest implikacja » — p (p wtedy, gdy
r). Zatem jezeli z zatozenia, ze p mozna wyprowadzi¢ r, a z zalozenia, Zze r mozna wyprowadzi¢ p, to
prawdziwg jest rOwnowaznos¢ p = r (p wtedy 1 tylko wtedy, gdy ).

Konstruowanie subderywaciji dla Reguty =Wpr

Reguta wprowadzania rownowaznosci jest reguta konstrukcyjna. Zawsze, gdy chcemy wprowadzi¢
rownowazno$¢ musimy najpierw skonstruowaé dwie subderywacje siostrzane, a reguta =Wpr scisle
determinuje, jakie muszg by¢ ich zatozenia dodatkowe oraz jakie musza byc¢ ich wnioski.
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Cwiczenia na stosowanie reguty =Wpr

=Wpr.La. W kazdym z ponizszych ,szkieletow dowodowych” okresl jaka rownowaznos$¢ mozna
wyprowadzi¢ w wierszu 9. (W ¢wiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie catego dowodu; nie probuj
uzasadnia¢ wniosku subderywacji! Numeracja wierszy jest rowniez tylko umowna.)

(a) (b)

3 B Zat. (=Wpr) 3 C Zat. (=Wpr)

5 A 5 ~A

6 A Zat. (=Wpr) 6 ~A Zat. (=Wpr)

8 B 8 C

9 =Wpr 3-5, 6-8 9 =Wpr 3-5, 6-8
(c) (d)

3 B—>C Zat. (=Wpr) 3 Av C Zat. (=Wpr)

5 C—>B 5 ~C>A

6 C—>B Zat. (=Wpr) 6 ~C— A Zat. (=Wpr)

8 B—>C 8 AvC

9 =Wpr 3-5, 6-8 9 =Wpr 3-5, 6-8

—>Wpr.Lb. W kazdym z ponizszych ,szkicletow dowodowych” wpisz zatozenia dodatkowe
subderywacji oraz wnioski, jakie trzeba bgdzie w nich wyprowadzi¢, aby mozna bylo zastosowaé
regute =Wpr w kroku 9. (W ¢wiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie calego dowodu, nie probuj
zatem uzasadnia¢ wniosku subderywacji! Numeracja wierszy jest tylko umowna.)

(a) (b)

3 Zat. (=Wpr) 3 Zat. (=Wpr)

5 5

6 Zat. (=Wpr) 6 Zat. (=Wpr)

8 8

9|1 D=A =Wpr 3-5, 6-8 91(A—>C)=(C—>B) =Wpr 3-5, 6-8
(c) (d)

3 Zat. (=Wpr) 3 Zat. (=Wpr)

5 5

6 Zat. (=Wpr) 6 Zak. (=Wpr)

8 8

9| ~B=~(Ae~B) =Wpr 3-5, 6-8 91 (A=B)=C =Wpr 3-5, 6-8
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13.2. Przykiady prostych dowodow z zastosowaniem reguty =Wpr

Przyktad 1.

W  poprzednim temacie dowiedlimy, ze z roéwnowaznoSci A = B wynika koniunkcja
(A — B) e (B— A). Mozemy teraz dowies¢, ze z tej koniunkcji wynika tez owa rownowaznosc.
Jedyna trudno$¢ w tym dowodzie polega na uswiadomieniu sobie, ze poniewaz wniosek, ktory mamy
wyprowadzi¢ jest rownowaznos$cia wigc musimy zastosowac regule =Wpr aby go wyprowadzié, a to
pociaga za soba skonstruowanie dwoch siostrzanych derywacji.

l.I{(A—>B)e(B—>A) Zal
2. A Zat. (=Wpr)
B
B Zat. (=Wpr)
A=B

Teraz pozostaje niezalezne wyprowadzenie wnioskdw w obydwu siostrzanych subderywacjach
(musimy pamigta¢, ze siostry nie wymieniaja si¢ tajemnicami!). Dokoncz dowod samodzielnie i
sprawdz z Rozwiqzaniami.

Przyktad 2.

Dowiesc, ze (A o C) = (B o D) wynika z dwoch przestanek: A = B oraz C = D. Dowdd ten ponownie
nie jest trudny, pod warunkiem, ze prawidtowo go skonstruujemy:

1. | A=B Zal.
2./l C=D Zat.
3. AeC Zat. (=Wpr)
BeD
BeD Zat. (=Wpr)
AeC
(AeC)=(BeD)

Rozwiqzania ponownie zawierajga cato$§¢ dowodu.
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Cwiczenia na dowodzenie z reguta =Wpr

=Wpr.II. Skonstruuj nastgpujace dowody:

(a) Dowies¢, ze: C=D (b) Dowiesc, ze: ~A =~C
I.|AvC Zat. I.|~AvC Zat.
2. | De~A Zat. 2. | Av~C Zat.
(c) Dowies¢, ze: A=C (d) Dowies¢, ze: D
.| A=B Zal. I.|(A=A)—>B Zat.
2.|B=C Zal. 2.|B=D Zal.
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13.3.Reguta vElim (Reguta opuszczania alternatywy)

Jezeli we wezesniejszym wierszu danego dowodu macierzystego wystgpuje pewna
alternatywa, a z obydwu jej cztonow mozna (w dwoch siostrzanych subderywacjach,
ktorych zatozeniami sa kolejne czlony tej alternatywy) wyprowadzi¢ (swobodnie
wystepujace) r, to wolno do dowodu macierzystego dolaczy¢é wiersz, gdzie
(swobodnie) wystepuje r.

i. |pvg

J- D Zat. (VElim)

k. r

L q Zat. (VElim)

m. r

> | r VvElim i, j—k, I-m

Intuicje

Wpisz wniosek w nastgpujacym rozumowaniu.
Zosia zje na Wigili¢ albo makowiec albo sernik

Zatbézmy, ze Zosia zje makowiec na Wigilig

Zosia przytyje

Zatézmy, ze Zosia zje sernik na Wigilig

Zosia przytyje

Konstruowanie subderywacji dla Reguty vElim

Regutla eliminacji alternatywy jest reguta konstrukcyjna. Gdy chcemy skorzysta¢ z informacji zawartej
w alternatywie mozemy skorzysta¢ z reguly VElim. Podobnie jak wprowadzone dotad reguly
konstrukcyjne —Wpr oraz =Wpr, reguta VElim determinuje scisle, jakie maja by¢ zalozenia dodatkowe
siostrzanych subderywacji wymaganych przez t¢ regule¢ — musza to by¢ kolejne czlony alternatywy, z
ktérej mamy wyciagna¢ informacjeg.

W przeciwienstwie jednak do regut ->Wpr oraz =Wpr, «eliminowanay alternatywa p v g nie
okresla, jaki ma by¢ wniosek tych subderywacji. Reguta wymaga tylko, aby w obydwu siostrzanych
subderywacjach wyprowadzi¢ ten sam wniosek, ktéry nastgpnie — na mocy reguty VElim — mozemy
wprowadzi¢ do derywacji macierzystej. Jaki to bedzie wniosek, bedzie uzaleznione od tego, czego w
dowodzie potrzebujemy.
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Cwiczenia na stosowanie reguty VElim

vElim..a. W kazdym z ponizszych ,szkieletow dowodowych” okresl jakie zdanie mozna
wyprowadzi¢ w wierszu 9. (W ¢éwiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie catego dowodu; nie probuj
uzasadnia¢ wniosku subderywacji! Numeracja wierszy jest rowniez tylko umowna.)

(a)
2
3

8
9

BvA
B
C
A
C
D—->A)VAVC
D—A
~B=A
AvC
~B=A

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

vElim 2, 3-5, 6-8

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

vElim 2, 3-5, 6-8

(b)
2
3

8
9

~CvD
~C

A

~A v ~B
~A

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

vElim 2, 3-5, 6-8

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

vElim 2, 3-5, 6-8

VElim.ILb. W kazdym z ponizszych ,szkieletow dowodowych” wpisz zatozenia dodatkowe
subderywacji oraz wnioski, jakie trzeba bedzie w nich wyprowadzié¢, aby mozna bylo zastosowac
regute VElim w kroku 9. (W ¢wiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie calego dowodu, nie probuj

zatem uzasadnia¢ wniosku subderywacji! Numeracja wierszy jest tylko umowna.)

(a)
2
3

DvB

Cv(AvB)

~D v ~B

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

vElim 2, 3-5, 6-8

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

VvElim 2, 3-5, 6-8

(b)
2
3

AvB

CvA

(A—>B)v(B—A)

AvB

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

vElim 2, 3-5, 6-8

Zat. (VElim)

Zat. (VElim)

vElim 2, 3-5, 6-8
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VElim.I.e. W kazdym z ponizszych ,szkieletdbw dowodowych” okresl jakie zdanie mozna
wyprowadzi¢ w wierszu 9 oraz jaka musi by¢ alternatywa w wierszu 2. (W ¢wiczeniu tym nie chodzi o
skonstruowanie catego dowodu; nie probuj uzasadnia¢ wniosku subderywacji! Numeracja wierszy jest
réwniez tylko umowna.)

(a) (b

2 2

3 A Zat. (VElim) 3 ~B Zat. (VElim)

5 C 5 ~~C

6 ~A Zat. (VElim) 6 ~~D Zal. (vElim)

8 C 8 ~~C

9 vElim 2, 3-5, 6-8 9 vElim 2, 3-5, 6-8
(c) (d)

2 2

3 AVvB Zat. (VElim) 3 AeB Zat. (VElim)

5 ~B 5 Be A

6 B=C Zat. (vElim) 6 Be A Zat. (vElim)

8 ~B 8 Be A

9 vElim 2, 3-5, 6-8 9 vElim 2, 3-5, 6-8

13.4. Przykiady prostych dowodow z zastosowaniem reguty vElim

Przyktad 3.
Dowies¢, ze nastepujace rozumowanie jest prawidtowe.
AvB
A=(CeD)
B> (De(G)
D

Zwroémy od razu uwagg, ze przestanki te wydaja si¢ beznadziejne. MoglibySmy wyprowadzi¢ D z
przestanki 2, ale musielibySmy mie¢ A — nie mamy (i nie mamy mozliwosci wyprowadzenia A, gdyz
jest ono czlonem alternatywy z przestanki 1, a nie mamy negacji drugiego cztonu tej alternatywy!).
Moglibysmy wyprowadzi¢ D z przestanki 3, ale musielibySmy mie¢ B — nie mamy (i nie mamy
mozliwo$ci wyprowadzenia B, gdyz jest czlonem alternatywy z przestanki 1, a nie mamy negacji
pierwszego czlonu tej alternatywy!). W tej sytuacji, gdyby nie reguta VElim nie mogliby$my zrobi¢
nic. Na szczgécie dysponujemy regula VElim i mozemy wykorzysta¢ informacjg¢ zawarta w
alternatywie A v B — skonstruujmy zatem odpowiednie subderywacje. Reguta VElim okresla $cisle, ze
zatozeniami tych siostrzanych subderywacji musza by¢ kolejno czlony alternatywy A v B, natomiast
nie okresla jednoznacznie, co ma by¢ wnioskiem w obu subderywacjach. W naszym wypadku
poniewaz dazymy do wyprowadzenia D w dowodzie macierzystym, jedynym sensownym posunigciem
wydaje si¢ proba wyprowadzenia D jako wniosku w obydwu subderywacjach, a nast¢pnie
wprowadzenia D do derywacji macierzystej za pomoca reguty VElim.
Po dokonczeniu nastgpujacego dowodu, sprawdz jego poprawnos¢ z Rozwiqzaniami.
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I.|AvB Zat.

2.l A=(CeD) Zat.

3. | B> (DeG) Zat.

4.1 | A Zat. (VElim)
D
B Zat. (VElim)
D

D

Cwiczenia na dowodzenie z reguta VEIim

vElim.II. Skonstruuj nastepujace dowody:

(a) Dowiesé, ze: B (b) Dowiesc, ze: C
.| ~AvB Zat. I.|AvB Zat.
2.|~A>B Zat. 2.](A>5C)e(B—>0 Zalk.
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(c) Dowiesé, ze: D v G
I.|AvB

2.|(AvC)>D
3.| G=(~AVvB)

(e) Dowies¢, ze: G e« H

1.| AeB
2.| A= (GvH)
3./ G=H

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.

(d) Dowies¢, ze: H e B

1.
2.
3.

AeB
A —(GVH)
G=H

(f) Dowies¢, ze: D

1.
2.
3.

(BvA)—>D
Av(BvO
C=D

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.
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Czy wiesz, Ze . . .

Dowody niewprost stanowiace podstawe regul ~Wpr i ~Elim zostaly uzyte przez Parmenidesa (ok.
510-0k.450 p.n.e.), tworcy szkoty Eleatow.

Parmenides zapytuje o naturg bytu: Co to jest byt? (Mowiac o bycie Parmenides ma na mysli
to, co wspolne jest wszystkim rzeczom, ktore istnieja: szafom, krzestom, zwierzgtom, ludziom,
myslom, uczuciom, etc.). Przyznaje on, ze trudno okresli¢ to, jaki jest byt, ale to, co mozemy o nim
powiedzie¢ z cala pewnoscia to to, ze jest. (Zastanawia¢ si¢ nad tym, czy byt jest, to troche tak, jak
zastanawiac si¢ nad tym, czy czerwono$¢ jest czerwona. Wiemy od razu i z pewnoscia, ze czerwonosé
jest czerwona, oraz ze byt jest. — Tak przynajmniej myslal Parmenides.) Z tego samego powodu,
wiemy tez, ze niebytu — jakiekolwiek inne wlasnosci miatby posiadac¢ — nie ma. Te dwie mysli — ze byt
jest oraz ze niebytu nie ma — stanowia podstawg (aksjomatyczna) dla systemu Parmenidesa.
Wyluszczmy je w postaci dwoch aksjomatow, ktore nazwiemy (A;) i (Ay):

(A)) Byt jest.

(A,) Niebytu nie ma.

Z tych dwoch niepozornych mysli Parmenides wywodzi inne wlasno$ci bytu. Okazuje si¢ m.in., ze byt
nie ma ani poczatku, ani konca, ze jest ciagly i niezmienny.

e Byt nie ma poczatku — twierdzi Parmenides. To oczywiste — powiada. — Jesli zatozymy, ze byt
ma poczatek szybko trafiamy na absurd, na sprzecznos$¢. Gdyby byt miat poczatek to istniatby
pewien moment m,, w ktorym byt by si¢ zaczynat. Gdyby tak mialo by¢, to od momentu m,
byt by byl, ale co bytoby przed momentem m,? Musialby wtedy by¢ niebyt. Ale przeciez
wiemy (por. aksjomat (A;)), ze niebytu nie ma. Zakladajac, ze byt ma poczatek dochodzimy
do absurdu — mozemy zatem wnioskowac, ze byt nie ma poczatku.

e Byt nie ma tez konca. Gdyby byt miat koniec to istniatby pewien moment m;, w ktorym byt by
si¢ konczyl. Gdyby tak mialo by¢, to byt bylby do momentu m;. A co byloby potem?
Musialby by¢ niebyt. Wszyscy jednak wiemy, ze niebytu nie ma (por. (A,)). Ponownie wigc
dochodzimy do wniosku, ze byt nie ma konca, bo zatozenie przeciwne (ze byt ma koniec)
prowadzi do absurdu.

e Byt jest niezmienny. Gdyby byt byt zmienny to musialby moc si¢ zmieni¢. A w co to niby byt
moglby si¢ zmieni¢? Tylko w niebyt. Tyle, ze wtedy bylby niebyt. Ale niebytu nie ma.
Zalozenie, ze byt jest zmienny prowadzi do absurdu, zatem mozemy wyprowadzi¢ wniosek,
ze byt nie jest zmienny.

Parmenides dowodzit tez, ze byt jest ciagly (tj. nie ma luk). Czy potrafisz zrekonstruowac jego
rozumowanie?
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13.5. Reguta ~Wpr (reguta dotaczania negacji, dowdd niewprost, reductio
ad absurdum)

Jezeli w subderywacji o zalozeniu dodatkowym p mozna wyprowadzi¢ dowolne
(swobodnie wystepujace) zdanie oraz jego (swobodnie wystgpujaca) negacjg, to
wolno do dowodu macierzystego dotaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystgpuje
zdanie ~p.

i Zat. (~Wpr)

J- r

k. ~r

> | ~p ~Wpr i, ik

Intuicje

Uzupehij nastgpujace rozumowanie Parmenidesa (por. Ramka):

1. Byt ma poczatek (Zat.)

2. Istnieje moment m,, w ktérym zaczyna si¢ byt. 2)

3. Przed momentem m,,, jest 3)

4. Niebytu nie ma (A,) (Ay)

5. ~Wpr (1-3, 1-4)

»Dowolne zdanie oraz jego negacja”, czyli zdania bezposrednio sprzeczne

Przytaczajac rozumowanie Parmenidesa odwotywalismy si¢ do pojecia sprzecznosci czy absurdu. Nie
jest to jednak okreslenie precyjne. Jak zobaczymy w Temacie 11 zdaniami wzajemnie sprzecznymi sa
bowiem np. zdania A v ~A oraz A e ~A. Nie sa to jednak zdania, na podstawie uzyskania ktorych
mozna byloby zastosowac regute ~Wpr — zadne bowiem z nich nie jest negacja drugiego. O tym, ze
jedno zdanie jest negacja drugiego mozemy moéwi¢ w wypadku nast¢pujacych par zdan:

Av~A ~(A v ~A)
Ae~A ~(A e ~A)
A ~A

~A ~~A
AvB ~(A v B)

Mozemy w takich sytuacjach mowi¢, ze zdania te sa bezposrednio sprzeczne. Zdania p i g sa
bezposrednio sprzeczne zawsze i tylko wtedy, gdy albo zdanie g jest negacja zdania p, albo zdanie p
jest negacja zdania q.

Konstruowanie subderywaciji dla Reguty ~Wpr

Reguta wprowadzania negacji okresla $cisle, jakie musi by¢ zatozenie subderywacji, natomiast nie
okresla, jaka parg zdan bezposrednio sprzecznych nalezy wyprowadzi¢. Zdania te moga by¢ zwiazane z
zatozeniem subderywacji, lecz nie musza. Na tym wlasnie polega trudno$¢ stosowania reguty ~Wpr (i
jej pokrewnej pod tym wzgledem reguly ~Elim): reguta sama w sobie nie okresla, jaka par¢ zdan
bezposrednio sprzecznych mamy wyprowadzic.
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Cwiczenia na stosowanie reguty ~Wpr

~Wpr.La. Uzupehij pary zdan bezposrednio sprzecznych — trzymajac si¢ konwencji, ze zdania z
drugiej kolumny (~p) sa negacjami zdan z pierwszej kolumny (p).

p ~p p ~p
A ~(C ¢ ~D)
AvB ~(~A =~(A ¢ B))
~(A e B) ~~(C — B)
~AvB ~(~A=C)
~~A ~rmemeiC
B ~(-BeB)

~Wpr.ILb. W kazdym z ponizszych ,szkieletow dowodowych” okres$l jakie zdanie mozna
wyprowadzi¢ w wierszu 9. (W ¢wiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie calego dowodu; nie probuj
uzasadnia¢ krokéw subderywacji! Numeracja wierszy jest rowniez tylko umowna.)

(@)
3
5

8
9

(©
3
5

8
9

| B

~C

C

| ~B

~CvD

~(~C v D)

(b)

Zat. (~Wpr) 3

~Wpr 3-5, 3-8 9

Zat. (~Wpr) 3

8
~Wpr 3-5, 3-8 9

|AvB Zat. (~Wpr)
~C
~~C
~Wpr 3-5, 3-8
| ~A e ~B Zal. (~Wpr)
~C
~~C
~Wpr 3-5, 3-8

~Wpr.l.e. W kazdym z ponizszych ,szkieletobw dowodowych” wpisz zatozenie dodatkowe
subderywacji oraz zdanie bedace bezposrednio sprzeczne ze zdaniem danym w wierszu 8. (W
¢wiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie catego dowodu, nie probuj zatem uzasadnia¢ pozostatych
krokow subderywacji! Numeracja wierszy jest tylko umowna.)

(@)
3
5

8
9

(©

CeB
~(A v B)

(b)

Zat. (~Wpr) 3

~Wpr 3-5, 3-8 9

Zat. (~Wpr) 3

~Wpr 3-5, 3-8 9

| Zat. (~Wpr)
B
~~A ~Wpr 3-5, 3-8
| Zat. (~Wpr)
C
~~(A — B) ~Wpr 3-5, 3-8
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13.6. Przyktady prostych dowodoéw z zastosowaniem reguty ~Wpr

Przyktad 4.
Dowiesc, ze nastgpujace rozumowanie jest prawidtowe.
(AeB)—>C
Be~C
~A

Jasne jest, ze aby wyprowadzi¢ negacj¢ ~A musimy skorzystac z jakiej$ reguty konstrukcyjnej. Reguta,
ktéra si¢ narzuca jest regula wprowadzania negacji — mamy wszakze wyprowadzi¢ jako wniosek
zdanie bgdace negacja. Zacznijmy wigc od skonstruowania stosownej subderywacji, ktorej zalozeniem
bedzie zdanie A:

l.|(AeB)—C Zat.

2.| Be~C Zat.

3.1 A Zat. (~Wpr)
~A

Jak wspominaliSmy juz reguta ~Wpr okresla wyraznie, co ma by¢ zatozeniem subderywacji, ale nie
okresla jednoznacznie pary zdan bezposrednio sprzecznych, do wyprowadzenia ktorej mamy dazyc.
Jest to pozostawione decyzji strategicznej. Jedna z heurystyk, ktorymi mozemy si¢ postuzy¢ to
szukanie zalazka takiej pary zdan bezposrednio sprzecznych juz w przestankach. W naszym wypadku
taka potencjalng parg stanowia zdania C i ~C, ktore na razie sa cztonami przestanek 1 i 2, ale ktore po
niewielki zabiegach moga zosta¢ wyprowadzone w skonstruowanej subderywacji.

Po dokonczeniu dowodu, sprawdz jego poprawno$¢ z Rozwiqzaniami.
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Cwiczenia na dowodzenie z reguta ~Wpr
~Wpr.II. Skonstruuj nast¢pujace dowody:
(a) Dowiesé, ze: ~A (b) Dowies¢, ze: ~~C

.|A—>B Zat. 1.|CeB Zat.
2.|A—>~B Zat. 2.1 A Zal.

(c) Dowiesé, ze: ~(A o B) (d) Dowiesc, ze: ~(A = B)

LLIA->C Zat. l.|(A=B)—>C Zat.
2.|B—>~D Zat. 2. | ~«CVvA) Zat.
3.| ~Ce~D Zat.
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13.7.Reguta ~Elim (reguta opuszczania negacji, dowdéd niewprost,
reductio ad absurdum)

Jezeli w subderywacji o zatozeniu dodatkowym ~p mozna wyprowadzi¢ dowolne
(swobodnie wystepujace) zdanie oraz jego (swobodnie wystgpujaca) negacjg, to
wolno do dowodu macierzystego dotaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystepuje

zdanie p.
i Zat. (~Elim)
J-
k.
> ~Elim i—j, i~k

Intuicje

Uzupehij nastgpujace rozumowanie Parmenidesa:

1. Byt nie jest ciagly (Zat)

2. Istnieje w bycie pewna luka / (1)

3. W kazdym momencie m;, w ktorym trwa luka / jest 2)

4. Niebytu nie ma (A,) (Ay)

5. ~Elim (1-3, 1-4)

Konstruowanie subderywacji dla Reguty ~Elim

Podobnie jak reguta ~Wpr, regula eliminowania negacji okresla $cisle, jakie musi by¢ zalozenie
subderywacji, natomiast nie okresla, jaka parg zdan bezposrednio sprzecznych nalezy wyprowadzi¢. W
wypadku stosowania reguly ~Wpr, jej zastosowanie moze by¢ zasugerowane forma logiczna
wyprowadzanego zdania — wnioskiem, ktory uprawomacnia reguta ~Wpr jest zawsze negacja. Wniosek
uprawomocniony regula ~Elim moze natomiast by¢ dowolnym zdaniem. Z tych dwéch wzgledow
zaleca si¢ wstrzemigzliwe stosowanie reguly ~Elim:

»
i Porada babuni o regule ~Elim:

Toul Stosuj ~Elim tylko jezeli wszystkie inne strategie zawioda!
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Cwiczenia na stosowanie reguly ~Elim

~Elim.I.a. W kazdym z ponizszych ,szkieletow dowodowych” okresl jakie zdanie mozna
wyprowadzi¢ w wierszu 9. (W ¢wiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie calego dowodu; nie probuj
uzasadnia¢ krokéw subderywacji! Numeracja wierszy jest rowniez tylko umowna.)

(@)
3
5

8
9

(©

5

8
9

| ~A

~C

C

~(A - B)

~CvD

~(~C v D)

(b)
Zat. (~Elim) 3
5

8
~Elim 3-5, 3-8 9

(d)

Zat. (~Elim) 3

O o0

~Elim 3-5, 3-8

| ~B

~C

~C

~—~(-A ¢ ~B)

~C

~C

Zat. (~Elim)

~Elim 3-5, 3-8

Zat. (~Elim)

~Elim 3-5, 3-8

~Elim.I.b. W kazdym z ponizszych ,szkieletbw dowodowych” wpisz zalozenie dodatkowe
subderywacji oraz zdanie bedace bezposrednio sprzeczne ze zdaniem danym w wierszu 8. (W
¢wiczeniu tym nie chodzi o skonstruowanie catego dowodu, nie probuj zatem uzasadnia¢ pozostatych
krokow subderywacji! Numeracja wierszy jest tylko umowna.)

(@)
3
5

8
9

(c)

~CeB
~A =B

(b)
Zat. (~Elim) 3

5

~Elim 3-5, 3-8 9

Zat. (~Elim) 3

~Elim 3-5, 3-8 9

BvC

A—B
A—B

Zat. (~Elim)

~Elim 3-5, 3-8

Zat. (~Elim)

~Elim 3-5, 3-8

Katarzyna Paprzycka, Samonczek logiki 3daii (wersja 2007): Temat 13. Dowodzenie IV

13-16



13.8. Przyktady prostych dowodoéw z zastosowaniem reguty ~Elim

Przyktad 5.

Jak pamigtacie moze z Tematu 11, skonfrontowani byli§my z wnioskowaniem prawidtowym, ktore
bardzo przypominato regut¢ MTP, ale niestety nie mozna byto tej reguly zastosowac, gdyz druga
przestanka nie stanowila negacji zadnego z cztonéw alternatywy danej w pierwszej przestance.

Av-~B
B
A
W Temacie 15m, gdy wprowadzimy regute podstawiania Neg bedziemy mogli zastapi¢ B przez ~~B i
w ten stosob zastosowaé MTP. Tymczasem jednak mozemy wykorzysta¢ wlasnie poznang regulg
~Elim:

1.l Av~B Zat.

2.|B Zat.

3. | ~A Zal. (~Elim)
A

Jak wspominalismy juz regula ~Elim nie okre$la jednoznacznie pary zdan bezposrednio sprzecznych,
do wyprowadzenia ktorej mamy dazy¢. W naszym wypadku potencjalng para zdan bezposrednio
sprzecznych sa zdania ~B 1 B. Zdanie B wystarczy powtorzy¢, natomiast zdanie ~B jest drugim
cztonem alternatywy, ktéore mozemy uzyska¢ pod warunkiem, ze mamy negacj¢ pierwszego czionu
(A), tj. ~A. Zdanie ~A jest nam dane w dodatkowym zatozeniu podyktowanym przez regule ~Elim.
Mozemy wige przystapi¢ do dowodu.

W kroku 4, stosujemy regut¢ MTP do alternatywy w wierszu 1 (A v ~B) oraz negacji w
wierszu 3 (~A), w ten sposob otrzyjmujac drugi czton alternatywy, czyli ~B.

3. | ~A Zal. (~Elim)

4.| |~B MTP 1, 3

\Y |kro|ku 5, powtarzamy przestanke 2, czyli B, aby uzyskac parg zdan bezposrednio sprzecznych.

5. B R2

W ten sposob w subderywacji o zatozeniu ~A, wyprowadziliSmy parg zdan bezposrednio sprzecznych.
Mozemy zatem zamknaé t¢ subderywacje, a do derywacji macierzystej wprowadzi¢ zdanie A, oraz
uzasadni¢ je regula ~Elim. Wszystkie bowiem warunki na zastosowanie reguly ~Elim do
wyprowadzenia zdania A zostaly speinione: stworzyliSmy subderywacje¢ z negacja zdania A jako
zatozeniem dodatkowym oraz wyprowadziliSmy w tej subderywacji zdania bezposrednio sprzeczne.
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Przyktad 6.

W powyzszym przykladzie wyprowadzana para zdan bezposrednio sprzecznych byla niezwiazana z
zatozeniem dodatkowym. Tak jednak nie musi by¢ — co ilustruje nastgpujacy przyktad.
Dowiedz, ze nastgpujace rozumowanie jest prawidtowe.

~A —>B
B—o A
A

Mamy wyprowadzi¢ zdanie A, ktdre wystgpuje w nastgpniku przestanki 2. Nic prostszego — wydawac
by si¢ moglo — wystarczy tylko zastosowac regute —Elim po zdobyciu poprzednika tej implikacji, tj.
zdania B. Problem w tym, Ze aby zdoby¢ B trzeba byloby zastosowac regute —Elim do przestanki 1, a
przedtem zdoby¢ jej poprzednik, tj. zdanie ~A. Zdania ~A nie da si¢ juz jednak wyprowadzi¢ z danych
przestanek. Z tego impasu uratowa¢ moze tylko reguta bedaca ,,ostatnia deska ratunku”, tj. regula
~Elim:

1.|~A—>B Zal.
2. |B—>A Zal.
3. | ~A Zat. (~Elim)
4. [~A R3
A

Jak wspominali$my juz reguta ~Elim nie okre$la jednoznacznie pary zdan bezposrednio sprzecznych,
do wyprowadzenia ktorej mamy dazy¢. W naszym wypadku potencjalna parg zdan bezposrednio
sprzecznych sa zdania ~A i A. Zdanie ~A wystarczy powtorzy¢ (co uczyniliSmy w kroku 4), natomiast
zdanie A trzeba wyprowadzi¢ z przestanek.

Po dokonczeniu dowodu, sprawdz jego poprawno$¢ z Rozwiqzaniami.

Cwiczenia na dowodzenie z reguta ~Elim

~Elim.II. Skonstruuj nastgpujace dowody:

(a) Dowies¢, ze: A (b) Dowies¢, ze: ~C
.| ~AeC Zat. .| ~Cv(Bv-~C) Zat.
2.| Be~D Zat. 2.1 ~B Zat.
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(c) Dowiesé, ze: A e B

I.| (A eB)— (CeD)
2. | ~De~B

(e) Dowiesé, ze: ~(A v B)

I.lA—>C
2. | B—>~D
3. | ~Ce~D

Zat.
Zat.

[trudne]

Zat.
Zat.
Zat.

(d) Dowiesc, ze: C

~C— ~B
~A o (~B - B)

Zat.
Zat.
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13.9. Trzy strategie

dowodzenia

WprowadziliSmy juz wszystkie pierwotne reguty systemu SD:

dla koniunkcji
i. |p i. |pAr i. |pAr
Jo|r > | p AElim i > | r AElim i
> | pAar AWpri,j
dla implikacji
i P Zat. i. |por
Jo|p
J. r > | r —Elim i, j
> lp—or — Wpr i~
dla réwnowazno$ci
i p Zat. i. |p=r i. |p=r
J|p J|r
J. r > |r =Elimij » |p =Elim i, j
k. r Zat.
L
> |p=r =Wpr i—j, k-1
dla alternatywy
i |p i. |p i. |pvg
> |pvr vWpri > |rvp VvWpri Jj. p Zal.
k. r
L q Zat.
m. r
> | r VElim i, j—k, I-m
dla negacji
i p Zat. i ~p Zat.
J- r J- r
k. ~r k. ~r
> | ~p ~Wpr i—j, i—k > |p ~Elim i—j, ik
Reguta reiteracji
i p i p
> p Ri
> p Ri
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Sa to reguly wprowadzania dla kazdego z pigciu spojnikow (tj. reguly pozwalajace dotaczyé do
dowodu wiersz, gdzie wprowadzany spdjnik jest spojnikiem gtownym) oraz reguly eliminacji dla
kazdego spojnika (tj. reguly pozwalajace wykorzysta¢ informacj¢ zawarta w zdaniu, ktérego dany
spojnik jest gtéwnym funktorem).

Odpowiednio mozemy tez przedstawic trzy mozliwe strategie wyprowadzania danej formuty.
Korzystalismy z nich implicite, ale warto je sformutowac eksplicite. Po pierwsze, warto si¢ zastanowié
czy zadanej formutly nie da si¢ wyprowadzi¢ z tego, co w dowodzie jest dane za pomoca jakiej$ reguty
eliminacji. Prostym dowodem, w ktorym taka strategia si¢ narzuca jest np.:

l.| B—>((A—D)e~C) Zat.
2.|AeB Zat.
A—D

Moze si¢ jednak okazaé, ze strategia eliminacji nie jest wskazana. Wowczas warto si¢ zastanowi¢ nad
strategia wprowadzenia — cho¢ strategia ta jest mozliwa tylko jezeli zdanie wyprowadzane jest ztozone.
Staramy si¢ zastosowac regule¢ wprowadzenia dla spdjnika, ktory jest spdjnikiem glownym zadanej
formuty:

1.|DeB Zat.

A—D

Moze si¢ jednak okazaé, ze zadna ze wspomnianych strategii nie wydaje si¢ obiecujaca, a wtedy juz
pozostaje tylko ostatnia deska ratunku, czyli reguta ~Elim:

l.|<(A>D)>(A—>D) Zat.

A—D

Zawsze, gdy ustalamy strategie wyprowadzenia danej formuly warto si¢ zastanowi¢ (w tej kolejnosci),
czy mozna t¢ formul¢ uzyskac za pomoca strategii eliminacji lub wprowadzania, a jezeli obie zawioda,
to pozostaje reguta ~Elim.
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