12. DOWODZENIE Ill: REGULA -WPR, R

Cele i wprowadzenie

O Umiejetnos¢ stosowania regut pierwotnych —Wpr oraz R
O Umiejetnos¢ przeprowadzania prostych dowodéw z uzyciem tych regut

12.1. Intuicje

Wiele regut w systemie SD korzysta z tzw. subderywacji (,,poddowodéw”). Subderywacje intuicyjnie
odpowiadaja dowodom pomocniczym, ktore wykonujemy niejako «na boku» po to, aby uzyskaé
pewien wynik w glownym toku dowodzenia.

Rozwazmy nastgpujacy przyktad rozumowania.
(1) Jezeli Kuba pojedzie do Zakopanego, to begdzie si¢ uganiat za Asia.

(2) Jezeli Kuba bedzie si¢ uganiat za Asia, to ani nie przyswoi sobie reguty wprowadzania
implikacji, ani nie przygotuje si¢ do testu z Biologicznych Mechanizméw Zachowania.

(3) Jezeli Kuba nie przygotuje si¢ do testu z Biologicznych Mechanizméw Zachowania, to
obleje egzamin z tego przedmiotu.

(4) Jezeli Kuba obleje egzamin z Biologicznych Mechanizméw Zachowania, to Asia
przestanie si¢ nim interesowac.

Jezeli wige Kuba pojedzie do Zakopanego, to Asia przestanie si¢ nim interesowac.
Chcac dowies¢, ze wniosek istotnie wynika z przestanek mozemy rozumowac tak:

Zatézmy, ze Kuba pojedzie do Zakopanego.

Z (1) wynika, ze Kuba bedzie sig¢ uganiat za Asia.

Z (2) wynika dalej, ze ani nie przyswoi sobie reguly wprowadzania implikacji, ani nie
przygotuje sig do testu z Biologicznych Mechanizméw Zachowania.

Stad z kolei wynika, ze Kuba nie przygotuje si¢ do testu z Biologicznych Mechanizméw
Zachowania.

A skoro tak, to na mocy (3), wiemy, ze Kuba obleje tez egzamin z Biologicznych
Mechanizméw Zachowania.

Stad oraz z przestanki (4) wynika, ze Asia przestanie si¢ nim interesowac.

Zastanowmy sig, czego dowiedlismy. Czy dowiedlidémy, ze Asia przestanie sig¢ interesowa¢ Kuba? Tak
moze si¢ nam wydawac, bo ostatni krok w naszym rozumowaniu tak wiasnie brzmiat. Trzeba jednak
zwroci¢ uwage na to, ze nasze rozumowanie oparte bylo na pewnym zatozeniu dodatkowym, a
mianowicie na zalozeniu, ze Kuba pojedzie do Zakopanego. Cato$¢ naszego rozumowania od tego
zatozenia zalezata. Nie dowiedlisSmy zatem, ze z przestanek (1)-(4) wynika zdanie:

Asia przestanie si¢ interesowa¢ Kuba.
a jedynie, ze wynika z nich zdanie:
Jezeli Kuba pojedzie do Zakopanego, fo Asia przestanie si¢ nim interesowac.

Zdanie ,,Asia przestanie si¢ interesowa¢ Kuba” jest wnioskiem w dowodzie pomocniczym, ktérego
dodatkowym zalozeniem jest zdanie ,,Kuba pojedzie do Zakopanego”. W systemie SD wprowadza si¢
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graficzna forme przedstawiania takich dowodéw pomocniczych, czyli subderywacji, po to, aby utatwic
nam zorientowanie si¢ w tym, czego dowodzimy na podstawie jakich przestanek. Stosujac szate
graficzna systemu SD, ale jeszcze nie zastgpujac zdan powyzszego rozumowania statymi zdaniowymi,
nasze rozumowanie przybiera nastgpujaca forme:

1. | Jezeli Kuba pojedzie do Zakopanego, to bedzie si¢ uganial za Asia. Zat.

2. | Jezeli Kuba bedzie si¢ uganial za Asia, to ani nie przyswoi sobie reguly Zal.
wprowadzania implikacji, ani nie przygotuje si¢ do testu z Biologicznych
Mechanizmoéw Zachowania.

3. | Jezeli Kuba nie przygotuje si¢ do testu z Biologicznych Mechanizméw Zachowania, Zat.
to obleje egzamin z tego przedmiotu.

4. | Jezeli Kuba obleje egzamin z Biologicznych Mechanizméw Zachowania, to Asia Zal.
przestanie si¢ nim interesowac.

5. Kuba pojedzie do Zakopanego Zat.
6. Kuba bedzie sig uganial za Asia ), (5)
7. Kuba ani nie przyswoi sobie reguly wprowadzania implikacji, ani nie (6), (2)

przygotuje sig do testu z Biologicznych Mechanizméw Zachowania.

8. Kuba nie przygotuje si¢ do testu z Biologicznych Mechanizméw Zachowania. (7

9. Kuba obleje egzamin z Biologicznych Mechanizméw Zachowania ®),(3)
10. Asia przestanie si¢ interesowa¢ Kuba. 9), 4
11. | Jezeli Kuba pojedzie do Zakopanego, to Asia przestanie si¢ nim interesowac (5)(10)

Na subderywacje skladaja si¢ wiersze 5-10. Wszystkie zdania wystepujace w subderywacji sa
oddzielone od gtéwnej linii dowodowej 1 wpisywane przy linii dowodowej tej subderywacji. Cata
subderywacja ,,rzadzi” zatozenie dodatkowe, tj. ze Kuba pojedzie do Zakopanego. Wszystkie kroki w
subderywacji sa oparte na tym wilasnie zalozeniu. Przeciez nie wiemy, ze Kuba obleje egzamin z
Biologicznych Mechanizméw Zachowania na podstawie zatozen (1)—(4); wiemy, ze Kuba obleje
egzamin z Biologicznych Mechanizméw Zachowania, o ile pojedzie do Zakopanego. Subderywacje
shuza temu, aby$my rozumieli w kontekscie jakich zatozen, co z czego wynika.
Sproébuj przetozy¢ nasze rozumowanie na forme¢ symboliczna:

I. |Z—>A Zat. Z: Kuba pojedzie do Zakopanego.

2. |A—>(~Pe~R) Zal A: Kuba bedzie si¢ uganiat za Asia.

3. | ~R— ~B Zat. P: Kuba Przyswoi sobie regut¢ wprowadzania implikacji.

4. | ~B s ~T Zal. R: Kuba pRzygotuje sig do testu z Biol. Mech. Zach.
B: Kuba zda egzamin z Biol. Mech. Zach.

5 Zat. (—Wpr) I: Asia bedzie si¢ Interesowaé Kuba.

6.

7.

8.

9.

10.

11 | Z—~I — Wpr 5-10

Reguta —Wpr jest oparta na powyzszych intuicjach, zanim ja przedstawimy, wprowadzimy troche
terminologii, ktéra bedzie pomocna w omawianiu regul korzystajacych z subderywacji, oraz
wprowadzimy regule R, ktora rzadzi przeptywem informacji w dowodach z subderywacjami.
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12.2. Subderywacje

Derywacje moga zawiera¢ subderywacje. Kazda subderywacja:
e ma swa wlasng lini¢ derywacyjna
e ma dokladnie jedno zatozenie zwane zatozeniem dodatkowym (podkreslone linia
zatozeniowq)
moze zawiera¢ dowolna ilo$¢ krokoéw
ostatnie zdanie w subderywacji jest jej wnioskiem.
Oto przyktad dowodu zawierajacego subderywacje (prosze¢ si¢ na razie nie stara¢ zrozumie¢ dowodu,
lecz tylko przyjrzec si¢ oznaczeniom):

zatozenie dodatkowe

wniosek subderywacji

/ subderyWaCja
gtéwna Iinia/ (poddowdéd)
dowodowa

linia
subderywacji

zdanie wyprowadzone przy pomocy
reguly, pozwalajacej na zamkniecie
subderywaciji

Czy wiesz, ze . . .

Systemy naturalnej dedukcji, taki jak prezentowany tu system SD nazywa si¢ systemami ,,w stylu
Fitcha” (Fitch-style natural deduction systems) za nazwiskiem logika, ktory po raz pierwszy uzyt
takich struktur graficznych (linii derywacji, linii zalozen pierwotnych, linii subderywacji i linii zalozen
dodatkowych) do zaznaczenia toku wnioskowania. Od roku 1952, w ktérym Fitch opublikowat swdj
podrecznik, systemy w stylu Fitcha robity karier¢ — rowniez dydaktyczna, gdyz pozwaty na lepsze i
latwiejsze opanowanie dowodow podrzednych, czyli subderywacji.

Warto jednakze wspomnie¢, ze graficzng metodg zaznaczania subderywacji wprowadzit juz
Jaskowski. Wprowadzil on bowiem dwie metody zaznaczania subderywacji. Jedna z nich — wlasnie
graficzna — polegala na tym, ze subderywacja ujmowana byla w ramkeg. Druga z nich byla duzo
latwiejsza do zlozenia w drukarni i polegala na odpowiednim ponumerowaniu krokoéw subderywacji. Z
pewna poprawka na reguty inferencji, ktore mialy nieco inna posta¢ u Jaskowskiego — ten sam dowod
tautologii [(A ® B) — C] — [A — (B — C)] prezentowalby si¢ nastgpujaco w tych dwoch systemach
notacyjnych:

.| (AeB)—C Zat. (—Wpr) 1.1 (AeB)—C Zat. (—Wpr)
Zo |l || & Zak(—>Wpn 211 A Zak. (Wpr)
3. B Zat.(—»Wpr)  3.1.1.1 B Zat. (—Wpr)
4. AeB oWpr2,3 4111 AeB Wpr2,3

5. C —Elim 1,4 5111 C —Elim 1,4
6. [B=C —Wpr3-5 6.1.1  B-oC —Wpr3-5
7. |A>B-0) —Wpr2-6 7.1 A—B-0C) —Wpr2-6
8. [(AeB)—»C]>[A—>B—C] —>Wprl-7 8. [AeB)=C]=>[A—>B—>0] —Wprl-7

W jednym z najlepszych podrecznikéw polskich, opracowanym przez Borkowskiego i Stupeckiego,
stosowany jest tez numeryczny system zaznaczania subderywacji, cho¢ jeszcze inaczej niz to robit
Jaskowski, a mianowicie kolejny krok wnioskowania jest naliczany w obrgbie subderywacji. A zatem
poszczegodlne kroki nosityby nastepujace numeracje: 1.1, 1.1.1, 1.1.1.1, 1.1.1.2, 1.1.1.3, 1.1.2,, 1.2. 2.

F.J. Pelletier (2000) ,,A History of Natural Deduction and Elementary Logic Textbooks” [w:] J. Woods, B. Brown
(eds) Logical Consequence: Rival Approaches, Vol. 1. (Oxford: Hermes Science Pubs) pp. 105-138.
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12.3.Reguta -»Wpr (Reguta wprowadzania implikacji; dowéd warunko-
wy)

Jezeli w subderywacji dowodu macierzystego, ktorej zatozeniem (dodatkowym) jest
p, mozna wyprowadzi¢ (swobodnie wystepujace) 7, to do dowodu macierzystego wolno
dotaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystepuje implikacja p — r.

i p Zat. (>Wpr)

J- r
> | p—or — Wpr i~

Intuicje

Jesli z zatozenia, ze p, mozna wyprowadzié r, to prawdziwa jest implikacja p — r. Jedno ze sposobow
odczytania implikacji jest wszakze ,,» przy zalozeniu, ze p”.

Konstruowanie subderywaciji dla Reguty ->Wpr

Reguta wprowadzania implikacji jest regula konstrukcyjng. Stosowanie regut konstrukcyjnych wiaze
si¢ z koniecznos$cia przygotowania dowodu oraz pewnej zmiany zapisow dowoddéw. Do tej pory
mogli$my zapisywaé zdania, do ktérych wyprowadzenia dazymy z boku. W wypadku takich regut jak
—Wpr nalezy wpisa¢ implikacje, ktora chcemy wyprowadzi¢ na dole derywacji zostawiajac «do$é»
miejsca na przeprowadzenie dowodu:

O @ —Wpr

Ile miejsca to «do$é» miejsca, trudno jest powiedziec. Z czasem wyrobicie sobie w tej materii intuicjg.

Zawsze lepiej jest zostawi¢ wigcej miejsca niz za mato. Warto tez zaznaczy¢ sobie, ze implikacja taka

ma by¢ uzyskana za pomoca reguty —Wpr — cho¢ pelne uzasadnienie otrzymamy dopiero pdznie;.
Kolejnym krokiem jest zbudowanie subderywacji:

—>Wpr
Trzeba subderywacje fizycznie narysowal nad implikacja, ktora chcemy z takiej subderywacji
wyprowadzic.

Ostatnim krokiem przygotowania dowodu jest wpisanie zalozenia subderywacji, ktére mozna
uzasadni¢ na mocy reguty — Wpr (jako ,,Zat. (—Wpr)”) oraz wniosku subderywacji, ktory bedziemy
musieli uzasadni¢ na podstawie reszty dowodu. Regula —Wpr Scisle determinuje, jakie ma by¢
zatozenie dodatkowe tej subderywacji (zawsze: poprzednik implikacji, ktora chcemy uzyskaé w
dowodzie macierzystym), oraz jaki ma by¢ jej wniosek (zawsze: nastgpnik implikacji, ktora chcemy
uzyskaé w dowodzie macierzystym).

Zat. (»Wpr)

O@ —>Wpr

Po takim przygotowaniu mozemy przej$¢ do przeprowadzania dowodu. Celem, na ktdrym
trzeba si¢ skoncentrowac jest wyprowadzenia wniosku subderywacji z pozostatych zdan dowodu.
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Zanim przejdziecie do przykladow, sprawdzcie swoje opanowanie tych podstaw stosowania reguly
—Wpr w nastgpujacych ¢wiczeniach.

Cwiczenia na stosowanie reguty —-Wpr

—Wpr.La. W kazdym z ponizszych ,,szkieletow dowodowych” trzeba zastosowac regute —Wpr, aby
wyprowadzi¢ pewna implikacje. Aby to zrobi¢ trzeba skonstruowaé subderywacje (zostata juz
skonstruowana). Okre$l jaka implikacj¢ mozna wyprowadzi¢ w wierszu 9. (W ¢éwiczeniu tym nie
chodzi o skonstruowanie catego dowodu; nie probuj uzasadnia¢ wniosku subderywacji! Numeracja
wierszy jest rowniez tylko umowna.)

(a) (b)
Zat. Zat.
3/ |B Zat. (—Wpr) 3| |~B Zat. (—Wpr)
8 A 8 A
9 — Wpr 3-8 9 — Wpr 3-8
©) (d)
Zat. Zat.
3| |cC Zat. (->Wpr) 3| |a=cC Zal. (-Wpr)
8 ~B 8 B
9 — Wpr 3-8 9 — Wpr 3-8
(e) ®
Zat. Zat.
3| | ¢ Zat. (—Wpr) 31 [coA Zat. (»Wpr)
8 B—> A 8 B
9 — Wpr 3-8 9 — Wpr 3-8
(g) (h)
Zat. Zat.
3| |[~A>B) Zat. (-Wpr) 30 [~A Zat. (-Wpr)
8 C 8 B—>C
9 —Wpr 3-8 9 — Wpr 3-8
® )
Zat. Zat.
3 | Av~A Zat. (—Wpr) 3 | B—>C Zat. (->Wpr)
8 B 8 C—>D
9 — Wpr 3-8 9 — Wpr 3-8
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—Wpr.Lb. W kazdym z ponizszych ,szkieletow dowodowych” trzeba zastosowa¢ —Wpr, aby
wyprowadzi¢ pewna implikacje. Aby to zrobi¢ trzeba skonstruowac subderywacj¢ (zostata juz
skonstruowana). Wpisz zalozenie dodatkowe subderywacji oraz wniosek, jaki trzeba bedzie
wyprowadzi¢ w tej subderywacji, aby mozna bylo zastosowac regute¢ - Wpr w kroku 9. (W ¢wiczeniu
tym nie chodzi o skonstruowanie catego dowodu, nie probuj zatem uzasadnia¢ wniosku subderywac;ji!
Numeracja wierszy jest tylko umowna.)

(a) (b
Zat. Zat.
30 | Zat. (—Wpr) 30 | Zat. (—Wpr)
8 8
9/A—>B — Wpr 3-8 9| ~A—>B — Wpr 3-8
(©) (d)
Zat. Zat.
30 | Zat. (—Wpr) 30 | Zat. (—Wpr)
8 8
9/ A—>~B — Wpr 3-8 9/(AvC)—>B — Wpr 3-8
(e) &)
Zat. Zat.
3| Zat. (= Wpr) 30 | Zat. (- Wpr)
8 8
9/A—-B—0) — Wpr 3-8 9/](A-B)—>C — Wpr 3-8
(€3] (b
Zat. Zat.
3 | Zat. (—Wpr) 3 | Zal. (—Wpr)
8 8
9| (A=~B)—> (~B=A) — Wpr 3-8 9| ~A—>B)—(~A—>B) — Wpr 3-8
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12.4. Przykiady prostych dowodow z zastosowaniem reguty —->Wpr

Przyktad 1.

Proszg dowies¢, ze A — C w oparciu o przestankg A — (B e C). Rozumowanie takie jest niewatpliwie
prawidtowe. Odpowiada mu wnioskowanie np. ,,Jezeli Ania pdjdzie na imprezg, to pozna Beatg i
Czesia. Zatem, jezeli Ania pdjdzie na imprezg, to pozna Czesia.”

I.IA—>Be() Zal. Dowies¢: A —C

W wypadku regut konstrukcyjnych warto zmieni¢ sposob podejscia do dowodu. Do tej pory
dokonywali§my analizy na boku niejako. Teraz warto nam bedzie zacza¢ czynnie wpisywac to, co
chcemy uzyska¢ na dole linii derywacyjnej. W powyzszym wypadku przygotowujemy dowadd tak:

I.IA—=Be() Zal. Dowies¢: A —C

A—C

Wpisujemy wniosek na dole gtdéwnej linii dowodowej (niestety nie ma zasady, ktora pozwolitaby nam
na okreslenie, ile miejsca potrzeba — lepiej zostawi¢ wigcej niz za malo). Uwaga! Nasze wpisanie
zdania A — C na dole linii dowodowej nie jest rownoznaczne z tym, ze zdanie to wyprowadzili$my!
Ma nam tylko przypominac, co mamy wyprowadzi¢. Dlatego tez nie wolno nam jeszcze zdania A — C
uzywa¢ w dowodzie. Nie ma ono ani numeru wiersza, ani swego uzasadnienia. Stanie si¢ czgScia
dowodu dopiero wowczas gdy uzyska swoje uzasadnienie.

Poniewaz naszym celem jest wyprowadzenie implikacji, wigc musimy zastosowaé regule
—Wpr, ktora wymaga, po pierwsze, abysmy skonstruowali subderywacje:

I.L|A>Be0Q) Zat.

A—-C
Po wtore, musimy uzupeini¢ konstrukcje subderywacji wpisujac jej zalozenie, oraz wniosek, do
ktérego wprowadzenia bgdziemy dazyli. Reguta —Wpr doktadnie okresla, co musi by¢ zalozeniem, a
co wnioskiem subderywacji, ktora pozwoli nam na wyprowadzeniec A — C na lini¢ dowodu
macierzystego. Te informacje musimy od razu wpisac.

1.L|A>Be0O Zal.

CEC
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Zatozenie subderywacji, czyli swobodnie stojace zdanie A (poprzednik implikacji, ktora chcemy
wyprowadzi¢ za pomoca reguty —Wpr) staje si¢ juz czgScia dowodu — jest uzasadnione na mocy
reguly —-Wpr jako zalozenie dodatkowe, wigc mozemy wilaczy¢ wiersz, w ktorym si¢ znajduje do
dowodu. Natomiast wniosek derywacji, czyli swobodnie stojace zdanie C (nastgpnik implikacji, ktora
chcemy wyprowadzi¢ za pomoca reguty —Wpr) wpisujemy na koncu linii subderywacji na razie bez
uzasadnienia, gdyz wniosek ten réwniez nie jest jeszcze czg$cia dowodu. Dopiero gdy znajdziemy
uzasadnienie dla wyprowadzenia C, woéwczas wiersz ten bedzie mozna dotaczy¢ do dowodu:

L|IA> B0 Zat.
2. | A Zal. (»Wpr)
C
A—>C

Powtorzmy jeszcze raz: nie wiemy jeszcze jak uzasadni¢ zdanie C (majace by¢ wnioskiem
subderywacji) i zdanie A — C (majace by¢ wnioskiem dowodu). Skoncentrowaé si¢ teraz musimy
najpierw na znalezieniu uzasadnienia dla zdania C opierajac si¢ zarowno na przestance A — (B o C),
jak i na zatozeniu dodatkowym A. (W tym dowodzie korzysta¢ mozemy z calo$ci dostepnej wyzej
informacji. Nie musi tak jednak by¢. Wprowadzimy niedtugo regul¢ R, ktora okresla doktadnie z jakich
informacji wolno korzysta¢ w subderywacjach, a z jakich nie.)

Wyprowadzenie C ze zdan wystgpujacych w wierszach 1 oraz 2 nie nastr¢cza zadnych
trudnosci. Poniewaz dana jest implikacja A — (B e C) w wierszu | oraz jej poprzednik A w wierszu 2,
wigc mozemy wyprowadzi€ jej nastgpnik za pomoca reguly —Elim:

.| A—>(Be(Q) Zal.
2.1 | A Zat. (—Wpr)
3.] |BeC —Elim 1, 2
C
A—C

Skoro w wierszu 3 mamy koniunkcj¢ B e C, to mozemy wyprowadzi¢ jej drugi czton za pomoca reguty
oElim:

.| A>Be0Q) Zat.

2. | A Zat. (—Wpr)

3. [BecC SElim 1,2

4, C oElim 3
A—C

W ten sposob wyprowadziliSmy w subderywacji zdanie C. To znaczy, ze zrobiliSmy to, czego
wymagala od nas reguta -Wpr. MieliSmy skonstruowaé subderywacjg, ktorej zalozeniem dodatko-
wym byt poprzednik implikacji, ktdra chcieli§my wyprowadzi¢ w derywacji macierzystej. UczyniliSmy
to — skonstruowali$my subderywacje, ktorej zatozeniem dodatkowym jest A. MieliSmy wyprowadzi¢ w
tej subderywacji wniosek, ktorym mial by¢ nastgpnik implikacji, ktora chcieliSmy wyprowadzi¢ w
derywacji macierzystej. UczyniliSmy to — w subderywacji o zalozeniu dodatkowym A,
wyprowadzilismy C. Mozemy zatem zamknq¢ subderywacje, a w derywacji macierzystej (czyli w
naszym przypadku w derywacji glownej) wpisaé¢ implikacjg, ktorej poprzednikiem jest zatozenie
dodatkowe zamykanej subderywacji (A), a ktorej nastgpnikiem jest wniosek zamykanej subderywacji
(C), czyli implikacje A — C:

I.|A>BeQ) Zat.

2. | A Zat. (—Wpr)
3. BeC —Elim 1,2
4. C oElim 3

5. ]A—>C —Wpr 24
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Przyktad 2.
Proszg dowies¢, ze (A e C) — ~D w oparciu o przestankg A — (B e ~D).

l.|A—>Be~D) Zal. Dowies¢: (A e C)— ~D

Naturalng reakcja na to zadanie jest konsternacja. ,,Skad C?” ci$nie si¢ nam na usta. Nie konsternujmy
si¢ tylko zrobmy dokfadnie to, co reguta —Wpr nakazuje (wszakze wniosek jest implikacja, wigc
prawie na pewno musimy skorzysta¢ z reguly wprowadzania implikacji). Wpiszmy wniosek na dole
derywacji:

l.|A— (Be~D) Zat.

(AeC)—~D

Skonstruujmy subderywacjg, od razu wpisujac jej zalozenie dodatkowe i wniosek:

l.|A— (Be~D) Zat.
2.1 |AecC Zat. (—Wpr)
~D
(AeC)—~D

Nasze zadanie staje si¢ teraz tatwiejsze. Mamy wyprowadzi¢ ~D z dwoch zdan: implikacji
A — (B e ~D) oraz koniunkcji A e C. Przeprowadzamy taka sama analiz¢ docelowa jak dotychczas.
Zdanie ~D jest cztlonem koniunkcji i bedziemy je mogli wydobyé za pomoca reguty e Elim, ale
musielibySmy najpierw mie¢ swobodnie wystgpujaca koniunkcje B e ~D. Koniunkcja B e ~D jest
nastgpnikiem implikacji w wierszu pierwszym i bedziemy ja mogli wyprowadzi¢ za pomoca reguly
—Elim, o ile dany nam bedzie swobodnie wystgpujacy poprzednik tej implikacji, tj. zdanie A. Zdanie
A jest cztonem koniunkcji wystgpujacej swobodnie w wierszu 2, mozemy je zatem wyprowadzi¢ za
pomoca reguty eElim. Wprowadzajac caty nasz plan w zycie mozemy uzasadni¢ zdanie ~D. (Dowod w
calosci przedstawiony jest w Rozwiqzaniach.)

Po uzasadnieniu ~D, mozemy zamkna¢ subderywacjg i uzasadni¢ wprowadzenie do derywacji
macierzystej implikacji, ktorej poprzednikiem jest zalozenie dodatkowe tej subderywacji (A o C), a
nastgpnikiem wniosek tej subderywacji (~D), czyli implikacjg (A ® C) — ~D.
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Przyktad 3.

Dowies$é, ze z przestanki A — (B — C) wynika wniosek (A e B) - C

Dowies¢: (AeB)—C

I.IA->B->0

Zat.

Naszym zadaniem jest wyprowadzi¢ implikacje (A e B) — C. Zastosujemy regutl¢ —>Wpr, a zatem
musimy skonstruowac¢ odpowiednia subderywacj¢ z poprzednikiem tej implikacji (czyli zdaniem A e
B) jako zalozeniem dodatkowym, a nastgpnikiem tej implikacji (tj. zdaniem C) jako wnioskiem
subderywacji. Wprowadzenie do dowodu zatozenia dodatkowego A e B sprawia, ze wyprowadzenie
zdania C staje si¢ na tyle proste, ze nie bedziemy go juz tu komentowac. Po skonstruowaniu dowodu

proszeg sprawdzi¢, czy si¢ zgadza z dowodem z Rozwiazan.

Cwiczenia na dowodzenie z reguta »Wpr

—>Wpr.Il. W nastepujacych dowodach uzupetnij konstrukcje subderywacji (wpisujac zalozenie
dodatkowe w wierszu 3, oraz zadany wniosek subderywacji w wierszu 5), a nastgpnie uzupelnij
brakujacy krok w wierszu 4 oraz uzasadnij wszystkie kroki:

I.|A—>®B vO)
2. | ~B

3.0 |
4.
5.
6. | A—>C
(©)
.| ~A—(C—>B)
2.|C
3.0 |
4.
5.
6. | ~A—B
(e)
I.IA=BvCQ
2.1 ~D
3.0 |
4.
5.
6. | (A=~D)—>BvVvC)

Zal.
Zat.

Zat.
Zat.

Zal.
Zal.

A — (B =~D)
~D

A—B

Bv(BvC(
~B

SN kW

~
.l\):—~®

A—C

(A=B)v(Bv(Q)
~(A=B)

SN kW

~B—C

Zat.
Zat.

Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
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12.5. Subderywacje subderywacji

Poniewaz kazda subderywacja jest derywacja, zatem subderywacje moga réwniez zawiera¢ dalsze
subderywacje. Derywacj¢ D, ktora bezposrednio zawiera subderywacje S nazwiemy derywacjq
macierzystq wzgledem subderywacji S. Mozemy mysle¢ o derywacji D jako o ,,matce” derywacji S, a o
subderywacji S jako o ,,corce” derywacji D. Subderywacja S moze rowniez zawiera¢ swoja ,,corke”,
subderywacje S’. Subderywacja S’ bedzie ,,wnuczka” derywacji D, ktéra jest dla S” ,,babka”.

Subderywacje moga rowniez miec ,,siostry”: jesli dwie subderywacje maja te sama derywacje
macierzysta, to sa subderywacjami siostrzanymi. Relacje te ilustruje schemat przedstawiony na Rys. 1.

Waznym pojeciem jest pojecie linii matrylinearnej danej subderywacji S, na ktora sktadaja si¢
wszystkie derywacje bedace matka S, babka S, prababka S, praprababka S, itd. Nalezy zauwazy¢, ze
linia matrylinearna danej subderywacji nie obejmuje ani wlasnych siostr, ani siostr matki, ani siostr
babki, ani siostr prababki, etc. Podobnie na derywacje filiolinearne danej derywacji D sktadaja sig
wszystkie corki, wnuczki, prawnuczki, etc., tj. wszystkie subderywacje derywacji D, subderywacje
subderywacji derywacji D, subderywacje subderywacji subderywacji derywacji D, etc. Na derywacje
sanktymoniolinearne (derywacje z linii siostrzanej) skltadaja si¢ wszystkie derywacje siostrzane oraz
wszystkie derywacje wobec nich filiolinearne.

Warto zwroci¢ uwage, ze pojecia ,,derywacji macierzystej” oraz ,,subderywacji” sa pojgciami
wzglednymi — derywacja jest derywacja macierzysta zawsze wzgledem jakiej$ derywacji; podobnie
derywacja jest subderywacja zawsze wzgledem jakiej$ derywacji. (Zupelnie tak samo ma si¢ sprawa z
byciem matka czy corka — zawsze jest si¢ czyjas matka, czyjas corka.) W przypadku derywacji moze
by¢ tak, ze dana derywacja nie ma derywacji macierzystej — wowczas jest derywacja gldéwna
(dowodem gltéwnym).

g
derywacja macierzysta wobec ___—®
Derywacje derywacji" macierzystej wobec
matrylinearne < S (,babka” S)

wzgledem —®
derywaciji S derywacja maciM I

wobec S (,matka” S)

k /
derywacja S
subderywacja derywacji S/

Derywacje (,corka” S)

filiolinearne subderywacja subderywasﬁ/

wzgledem . »
dery?/vgcji s derywaciji S (,wnuczka” S)

|_—®
derywacja siostrzana/
Derywacje wobec S ("siostra” S) |
sanktymoniolinearne subderywacja W

d;vzglgcignsw siostrzanej wobec S
rywaci ("siostrzenica” S)

Rys. 1.
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Definicje poje¢ derywacji matrylinearnej, filiolinearnej i sanktymoniolinearnej

Pojecia te mozna zdefiniowa¢ precyzyjniej. Niech pojeciem pierwotnym bedzie pojecie bycia
derywacja macierzysta.
Derywacja d jest (bezposrednia) subderywacjq derywacji D zawsze i tylko wtedy, gdy derywacja D
jest derywacja macierzysta wobec derywacji d.
Derywacja D' jest derywacja matrylinearng wobec derywacji D zawsze i tylko wtedy, gdy:
(0) derywacja D' jest derywacja macierzysta wobec derywacji D, lub
(1) istnieje taka derywacja D,, ze derywacja D, jest derywacja matrylinearna wobec
derywacji D, a derywacja D’ jest derywacja macierzysta wobec derywacji D,.
Derywacja D' jest derywacja filiolinearnq wobec derywacji D zawsze i tylko wtedy, gdy:
(0) derywacja D' jest (bezposrednia) subderywacja derywacji D, lub
(1) istnieje taka derywacja D,, ze derywacja D, jest filiolinearna wobec derywacji D, a
derywacja D’ jest (bezposrednia) subderywacja derywacji D,.
Derywacja D' jest derywacja sanktymoniolinearnq wobec derywacji D zawsze i tylko wtedy, gdy:
(0) istnieje derywacja D,, taka, ze derywacja D, jest derywacja macierzysta wzglgdem
derywacji D’ oraz D, lub
(1) istnieje taka derywacja D,, ze derywacja D, jest derywacja sanktymoniolinearna wobec
derywacji D, a derywacja D, jest derywacja macierzysta wobec derywacji D' lub istnieje
taka derywacja D,, ze derywacja D, jest derywacja sanktymoniolinearna wobec derywacji
D', a derywacja D, jest derywacja macierzysta wobec derywacji D.
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12.6. Reguta R (Regula reiteracji, reguta powtarzania)

Regule reiteracji rzadko stosuje si¢ explicite, stuzy ona gléwnie jako reguta okre$lajaca to, jakiej
informacji mozna uzywac¢ w subderywacjach.

Jezeli p wystepuje w pewnym wczesniejszym wierszu danej derywacji lub wystepuje w
derywacji matrylinearnej wzgledem danej derywacji, wowczas wolno do danej
derywacji dotaczy¢ wiersz, gdzie (samodzielnie) wystepuje p.

i |p i |p

Regula reiteracji reguluje przekazywanie informacji. Aby ulatwi¢ zapamigtanie mozemy mysle¢ o
regule reiteracji w kategoriach przekazywania tajemnic. Na regule t¢ sktadaja si¢ trzy zasady:

Zasada 1: Kazdy zna swoje wlasne tajemnice. — W obrgbie danej derywacji mozna powtarzac
dowolne zdanie.

p

p R

p R

Zasada 2: Matki przekazujq swoje tajemnice swoim corkom (a te — swoim corkom itd.), natomiast
corki nigdy nie przekazujq tajemnic swoim matkom, babkom etc. — Mozna powtarza¢ wszystkie
zdania znajdujace si¢ w derywacjach matrylinearnych wobec danej. Nie wolno powtarza¢ zadnego
zdania znajdujacego si¢ w derywacjach filiolinearnych wobec danej. Wszakze moglo by¢ tak, ze
zdanie wyprowadzone w subderywacji zostalo wyprowadzone tylko dzigki zatozeniu
dodatkowemu tejze subderywacji.

N

p

/7 p R
Zasada 3: Siostry nigdy nie wymieniajq si¢ tajemnicami — Nie wolno powtarza¢ zadnego zdania
znajdujacego si¢ w derywacji z linii siostrzanej wobec danej. Dzieje si¢ tak dlatego, ze derywacje
siostrzane moga mie¢ rozne zaioieniﬁiatkowe (czyt.yroznych ojcow).
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Rozwazmy ,,szkielety derywacyjne” (a) i (b) z Rys. 2.

(a) (b)
3l a 3l A
J 5 JiE]
Bl | A R3
af | B
8 A E3
12. A EZ 12 A R
20 = Pt
20. A E3
21LTE a8
24 B e
Rys. 2.

W szkielecie (a) jedyny nieprawidlowy krok znajduje si¢ w wierszu 5, gdyz regula reiteracji nie moze
uzasadni¢ zalozenia subderywacji! W szkielecie (b) nieprawidtowych krokow jest wigce;j:

W wierszu 20 probuje si¢ wyprowadzi¢ informacje¢ znajdujacg si¢ w subderywacji subderywacji, ale
przeciez corki nie przekazuja informacji matkom, wnuczki — babkom, etc.

Wiersz 21: B wystepuje w wierszu 9, ktory jest wierszem derywacji siostrzanej wzgledem danej, zatem
nie wolno powtorzy¢ B w wierszu 21.

Wiersz 24: B wystgpuje w wierszu 9, ktory jest wierszem subderywacji (corki), zatem nie wolno
powtorzy¢ B w wierszu 24.

Stosowanie reguty R implicite i explicite

Regule R mozna stosowac explicite, lecz jest to dos¢ uciazliwe, gdyz dowdd znacznie sig¢ wtedy
rozrasta. Regula R bardzo czgsto funkcjonuje w dowodach ,wykonywanych” przez ludzi (w
przeciwienstwie do komputeréw) w formie implicite — a polega po prostu na tym, ze w dowodzie
korzystamy tylko ze zdan, ktore wolno powtdrzy¢ uzasadniajac to powtorzenie reguta R. Oto przyktad
tego samego dowodu, pierwszy stosuje regule R implicite, drugi — explicite:

.| (DvA)—>(C—B) Zat. I. |(DvA)—>(C—>B) Zat.

2. | Ce~A Zal. 2. Ce~A Zal.

3.] |D Zat. 3. D Zat.

4. DvA vWpr 3 4. DvA vWpr 3

5./ [coB —Elim 1,4 5. (DvA)—(C—B) Rl

6. C oElim 2 6. C—>B —FElim 4, 5

7. B —Elim 5,6 7. Ce~A R2

8. | D—B — Wpr 3-7 8. C oElim 7
9. B —FElim 6,8
10. | D—>B — Wpr 3-9

Obydwa dowody sa prawidtowe. Dowdd drugi jest po prostu dluzszy. Ze wzgledow praktycznych,
przyjmiemy konwencj¢ stosowania reguly R implicite, cho¢ niekiedy zastosowanie reguly R explicite
jest konieczne, co ilustruje nastgpujacy przyktad
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Przyktad 4.

Prosz¢ dowiesé, ze C — A wynika z przestanki A. Mamy wyprowadzi¢ implikacj¢ z bardzo prostej
przestanki, wigc musimy skorzysta¢ z reguly wprowadzania implikacji. Skonstruujmy stosowna
subderywacje z poprzednikiem implikacji C — A jako zatozeniem dodatkowym oraz z nastgpnikiem
tej implikacji jako zadanym wnioskiem:

1. |A Zat.
2.1 | ¢ Zat. (—Wpr)
A
C—oA

Jak wyprowadzi¢ zdanie A z przestanek: A (wiersz 1) oraz C (wiersz 2)? Po prostu przez powtorzenie.

Cwiczenia na zastosowanie reguly R

R.I. W kazdym z ponizszych ,,szkieletow dowodowych” wskaz wszystkie wiersze, w ktorych mozna
dokona¢ powtorzenia (R) wyrdznionego zdania. (Pamigtaj, ze zalozenia subderywacji sa zawsze
uzasadniane jako zalozenia, natomiast zdania znajdujace si¢ w wierszu derywacji macierzystej
zamykajacym subderywacj¢ wolno uzasadnia¢ tylko przez odwotanie do konstrukcyjnych regut
inferencyjnych.)

(2) (b)
1. |A 1.
2. 2. | A

3.
3. 4.
4.
5. 5.
6. 6.
7. 7.
8. 8.
9. 9.
10. 10.
11. 11.
12. 12.
13. 13.
14. 14.
15. 15.
16. 16.
17. 17.
18. 18.
19. 19.
20. 20.
21. 21.
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() (d)
1. 1.

2 2
3 3
4 A 4
5. 5.
6. 6. A
7. 7.
8. 8.
9 9
10. 10.
11. 11.
12. 12.
13. 13.
14. 14.
15. 15.
16. 16.
17. 17.
18. 18.
19. 19.
20. 20.
21. 21.

Cwiczenia na dowodzenia z regutg R

R.II. Skonstruuj nastgpujace dowody stosujac regute R explicite:

(a) Dowiesé, ze: C — (A o B) (b) Dowiesc, ze: A o A
I.| AeB Zat. . [A Zat.
(c) Dowies¢, ze: C —> A (d) Dowiesc, ze: [Be (D e G)] > (A e C)
1.| A=B Zal. .| A=B Zal.
2. | B=C Zal. 2.1 C=D Zal.
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12.7.Przyktady dowodow z zagniezdzajacymi sie subderywacjami

Przyktad 5.

Dowiedz, ze z przestanki (A e B) — C wynika wniosek A — (B — C)

l.|(AeB)—C Zat. Dowies¢: A — (B— C)

Dowiedlismy juz (por. Przyktad 3, wyzej), ze (A ® B) — C wynika logicznie z A — (B — C). Mamy
teraz dowies¢ implikacji odwrotnej. Zaczynamy jak zwykle od skonstruowania odpowiedniej
subderywacji, ktorej zatozeniem dodatkowym jest poprzednik implikacji, ktora mamy wyprowadzic,
czyli zdanie A, a ktorej wnioskiem jest nastepnik tej implikacji, czyli zdanie B — C.

l.|(AeB)—>C Zat.
2. | A Zat. (—Wpr)
B—>C
A—>B—-0

Jak wyprowadzi¢ B — C z zatozen 1 i 2? Nie za bardzo wiadomo, ale poniewaz B — C to implikacja,
wigc sprobujmy zastosowaé regule —Wpr jeszcze raz. Musimy zatem przygotowaé kolejng
subderywacje z poprzednikiem implikacji B — C (czyli zdaniem B) jako zalozeniem dodatkowym, a
nastgpnikiem implikacji B — C (czyli zdaniem C) jako wnioskiem tej subderywacji. Mamy zatem
strukturg nastgpujaca:

l.|{(AeB)—>C Zat.
2. A Zat. (—>Wpr)
3. B Zat. (—Wpr)
C
B—>C
A—>B—-0

A teraz — mimo, iz mozna dostaé tymczasowego oczoplasu — zadanie si¢ znacznie upraszcza.
Sprowadza si¢ ono bowiem do tego, zeby wyprowadzi¢ zdanie C korzystajac ze wszystkich zalozen, a
wigc: przestanki (A e B) — C oraz zatozen dodatkowych A (z wiersza 2) i B (z wiersza 3). Proste —
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zastosujemy regute —Elim, ale do tego potrzebujemy poprzednik implikacji z wiersza 1, tj. A o B,
ktory tatwo uzyskamy stosujac regule e Wpr.

1.

(AeB)>C

Nk

A

B

AeB

C
B—C
A—>B—-0)

Zat.
Zat. (—Wpr)
Zat. (—Wpr)

eWpr 2,3
—Elim 1,4

UzyskaliSmy zatem (w derywacji ,,wnuczce”) zdanie C, ktore pozwala nam zamknaé derywacjg
»wnuczke” i w derywacji dla niej macierzystej doda¢ implikacj¢ B — C uzasadniajac ja regula ->Wpr:

1.

2.

(AeB)—C

A

A

B

AeB

C
B—>C
A—>B—-C0

Zat.
Zat. (»Wpr)

Zat. (»Wpr)
eWpr 2,3
—Elim 1,4
—>Wpr 3-5

UzyskaliSmy w ten sposob (w derywacji ,,corce”) zdanei B — C, ktére pozwala nam zamknac¢
derywacje ,,corke” i w derywacji dla niej macierzystej, czyli w derywacji gtéwnej, doda¢ implikacje
A — (B — C) uzasadniajac ja reguta -»Wpr:

1.

2.

(AeB)—C

NNk Ww

A

B

AeB

C
B—>C
A—>B—-0

Zat.
Zat. (»Wpr)

Zatl. (—Wpr)
eWpr 2,3
—Elim 1,4
—>Wpr 3-5
—>Wpr 2-6
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Cwiczenia na stosowanie reguty —-Wpr

—Wpr.d.c. W kazdym z ponizszych ,szkieletéw dowodowych” trzeba zastosowaé regule —Wpr
dwukrotnie, aby wyprowadzi¢ pewng implikacje, ktorej nastgpnikiem jest tez implikacja. Aby to zrobié
trzeba skonstruowaé dwie zagniezdzone subderywacje (zostaly juz skonstruowane). Okresl, jaka
implikacj¢ mozna wyprowadzi¢ w wierszu 8 oraz w wierszu 9. (W ¢wiczeniu tym nie chodzi o
skonstruowanie catego dowodu; nie probuj uzasadnia¢ wniosku subderywacji! Numeracja wierszy jest
réwniez tylko umowna.)

(a) (b)
Zat. Zat.
3. A Zatl. (—Wpr) 3. ~A Zat. (—Wpr)
4. | B Zat. (—Wpr) 4. | B Zat. (-Wpr)
7. C 7. ~C
8. — Wpr 4-7 8. — Wpr 4-7
9. — Wpr 3-8 9. — Wpr 3-8
(c) (d
Zat. Zat.
3. BvC Zat. (>Wpr) 3. ~B Zat. (>Wpr)
4. | ~B Zat. (—Wpr) 4. |BvC Zat. (—Wpr)
7. C 7. C
8. — Wpr 4-7 8. — Wpr 4-7
9. — Wpr 3-8 9. — Wpr 3-8
(e) (®
Zat. Zat.
3. ~B Zat. (-»Wpr) 3. A—>B Zat. (-»Wpr)
4. | B Zat. (—Wpr) 4. | D Zat. (-Wpr)
7. BvC 7. C
8. — Wpr 4-7 8. — Wpr 4-7
9. — Wpr 3-8 9. — Wpr 3-8
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—>Wpr.l.d. W kazdym z ponizszych ,szkieletow dowodowych” trzeba zastosowaé regute —Wpr
dwukrotnie, aby wyprowadzi¢ pewna implikacjg, ktorej nastgpnikiem jest tez implikacja. Aby to zrobic¢
trzeba skonstruowaé¢ dwie zagniezdzone subderywacje (zostaly juz skonstruowane). Wpisz zatozenia
dodatkowe obydwu subderywacji oraz wnioski, jakie trzeba bedzie wyprowadzi¢ w kazdej
subderywacji, aby mozna bylo zastosowaé regute —Wpr w kroku 8 oraz 9. (W ¢wiczeniu tym nie
chodzi o skonstruowanie catego dowodu, nie probuj zatem uzasadnia¢ wniosku subderywacji!

Numeracja wierszy jest tylko umowna.)

(a) (b)
Zat. Zat.
3. Zat. (-»Wpr) 3. Zal. (>Wpr)
4. | Zat. (-Wpr) 4. | Zat. (—Wpr)
7. 7.
8. — Wpr 4-7 8. — Wpr 4-7
9. | B—(A—C) — Wpr 3-8 9. ~C—> (~B—>~A) — Wpr 3-8
(©) (d)
Zat. Zat.
3. Zal. (»Wpr) 3. Zatl. (—Wpr)
4. | Zat. (—Wpr) 4. | Zat. (—Wpr)
7. 7.
8. — Wpr 4-7 8. — Wpr 4-7
9. | (BeC)—>[A—(CeA)] — Wpr3-8 9. B>[A— (C—>A)] — Wpr 3-8
(e) ®
Zat. Zat.
3. Zat. (-»Wpr) 3. Zal. (=»Wpr)
4. | Zat. (—Wpr) 4. | Zat. (—»Wpr)
7. 7.
8. — Wpr 4-7 8. — Wpr 4-7
9. | B—[(A—C)—C] — Wpr 3-8 9. 1 B—>C—(A—0) — Wpr 3-8
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Cwiczenia na dowodzenia z reguta —»>Wpr

—Wpr.IIl. W nastgpujacych dowodach uzupelnij konstrukcje obydwu subderywacji (wpisujac
zatozenia dodatkowe w wierszu 2 i 3, oraz zadane wnioski w wierszu 5 i 6), a nastgpnie uzupehij
brakujacy krok w wierszu 4 oraz uzasadnij wszystkie kroki:

@ (b)
l.|(AeB)—C Zat. L{(AvG)>C Zat.
2 2 —
3. s I
4 4 I
5. s I—
6. 6 —
7.| B> (A—0) . 1 |A-B-0 I
(© (d)
L.LI(A>Q)eG Zat. I.IA—>B—-0 Zal.
2 2 I
3. s I
4 4 I
5. s I
6. 6 I—
7 A-B-0 1 TIB=@4-0 I
© ®
1.|G=(AvB) Zal. I.|] Cv(BVvA) Zat.
2 2 I
3. s I
4 - 4 I
5. . ]
6. 6 I
7.1 G- (~A—>B) L T (BoA) ]
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12.8. Dalsze przyktady dowodow

Przyktad 6.

Dowiedz, ze zdanie B wynika z nastgpujacych trzech przestanek:
I.|lA—>B Zat. Dowies¢: B
2.|B>C Zal.

3.](A>0C)—>B Zat.

Zdanie B wystgpuje we wszystkich trzech przestankach. Wiemy jednakze od razu, ze nie
wyprowadzimy B z przestanki 2 — B wystgpuje tam w poprzedniku implikacji, a zadna reguta inferencji
nie pozwala nam wyprowadzi¢ poprzednika implikacji. Mamy zatem do dyspozycji dwie pozostale
przestanki. Zastandéwmy si¢ nad przestanka 1. Mogliby$my wyprowadzi¢ B, gdyby$Smy mieli A, lecz A
nie mamy. Co wigcej, nie mozemy A wyprowadzi¢, gdyz zdanie to wystepuje jedynie w przestance 3,
gdzie jest poprzednikiem implikacji, bedacej z kolei poprzednikiem implikacji. Mozemy wyciagnaé
wniosek, ze na pewno nie bedziemy mogli wyprowadzi¢ zdania B z przestanki 1. Bedziemy zatem
musieli wykorzysta¢ przestankg 3, aby wyprowadzi¢ B. Aby to zrobi¢, potrzebujemy implikacji
A — C, ktorej jednak nie mamy.

Jak mozemy otrzyma¢ A — C? Mozemy probowaé ja wyprowadzi¢ stosujac regute —Wpr.
Musimy zatem skonstruowa¢ odpowiednia subderywacje:

.l A—>B Zat.
2.|B—>C Zat.
3.]A>C)—B Zat.
4. | A Zat. (—Wpr)
C
A—>C
B

Naszym celem teraz jest wyprowadzi¢ C w skonstruowanej witasnie subderywacji, co przy zalozeniu
dodatkowym subderywacji jest bardzo proste — musimy dwukrotnie zastosowaé regul¢ —Elim:

I.lA—>B Zat.
2.|B=>C Zat.
3.](A>C)—B Zat.
4.1 | A Zat. (—Wpr)
5. B —Elim 1,4
6. C —FElim 2,5
A—C
B

Skoro z A wyprowadzilismy C, mozemy zamkna¢ subderywacje¢ i na linii dowodu macierzystego
wprowadzi¢ implikacj¢ A — C, co jak pamigtamy byto potrzebne, aby wyprowadzi¢ B:
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l.IA—>B Zal.
2.|B—>C Zal.
3.]A>C)—B Zat.

4. | A Zat. (—Wpr)
5. B —Elim 1,4
6. C —Elim 2,5
7| A—>C —Wpr 4-6
8. |B —Elim 3,7
Przyktad 7.

Mowilismy wielokrotnie, ze rownowaznos¢ jakby zawiera w sobie dwie implikacje. Czg$¢ tych intuicji
mozemy poprze¢ nastgpujacym dowodem.

1.

A=B Zat. Dowies¢: (A—>B)e (B—A)

Nasz wniosek jest koniunkcja. Jedyna dostgpna tu strategia jest przygotowanie dowodu pod
zastosowanie regulty e Wpr — aby moc t¢ regulg zastosowaé¢ musimy mie¢ swobodnie stojace oba
cztony: implikacj¢ A — B oraz implikacj¢ B — A. Aby je otrzyma¢ musimy skonstruowaé dwie -
niezalezne — subderywacje. Zacznijmy od proby uzyskania pierwszego czlonu — implikacji A — B:

1.

A=B Zat.
| A Zat. (—Wpr)
B
A—B

Wida¢ wyraznie, ze otrzymanie implikacji A — B nie nastrgcza specjalnych trudnosci, oraz ze
otrzymanie drugiego cztonu przebiegnie analogicznie:

1.

RN R LD

A=B Zal.
A Zat. (»Wpr)
B =Elim 1, 2
A—B —Wpr 2-3
B Zatl. (—Wpr)
A =Elim 1, 5
B—o>A —>Wpr 5-6

(A—>B)e(B—>A) eWprd,7
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12.9. Dowodzenie a subderywacje

Subderywacje stanowia dowody pomocnicze i jako takie wszystkie subderywacje musza zostac
zamknigte, a informacja w nich zawarta wyprowadzona do derywacji macierzystej za pomoca
odpowiedniej konstrukcyjnej reguty inferencyjne;.

Wezmy za przyktad dowdd, ktory widzielismy juz wyzej (Przyktad 6). Z trzech przestanek
mamy wyprowadzi¢ zdanie B. W normalnym przebiegu dowodu dochodzimy do kroku 5, gdzie
wyprowadzamy B:

l.IA—>B Zal.
2./B>C Zat.
3.](A>C)—B Zat.

4. | A Zat. (—Wpr)
5./ |B —Elim 1,4

Nie mozemy jednak uzna¢ dowodu za w tym miejscu skonczony.

Celem dowodzenia jest wyprowadzenie danego zdania na gléwnej linii derywacyjnej.

Powyzszy dowdd jest ukonczony dopiero w kroku 6smym:

6. C —Elim 2,5
7. |A—>C —Wpr 4-6
8. |B —Elim 3, 7
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—Wpr.IV. Skonstruuj nastgpujace dowody:

(a) Dowiesé, ze: B — (A — C) (b) Dowiesc, ze: A— (B— C)
l.IA->B—0) Zal. .| B> (A—=0Q) Zal.
(c) Dowiesé, ze: C (d) Dowies¢, ze: ~A — [~B — (C e D)]
.| (A->B)=C Zat. I.|CvA Zat.
2.|BeD Zat. 2.|DvB Zat.
(e) Dowiesé, ze: C (f) Dowies¢, ze: A — (B e C)
.| (A->B)=C Zat. LI A->C Zat.
2.](A>A)—>B Zat. 2.|A—>B Zat.
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(g) Dowies¢, ze: (B> C) - (A — C) (h) Dowiesc, ze: B — (A o C)

I.|lA—>B Zat. I.|Ae(B—0) Zat.
(1) Dowies¢, ze: A — (B — C) (j) Dowies¢, ze: A - (B — (D — Q)
1.|CeD Zal. 1.|CeD Zal.
(k) Dowiesc, ze: A — (D — C) (1) Dowiesé, ze: (Av B)—C
I.IA>B—->0) Zat. I.|](A—>C)e~B Zat.
2.|D—>B Zat. 2.]Bv O)vD Zal.
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