11.DOWODZENIE II: REGULY =ELIM, VWPR, MTP

Cele i wprowadzenie

O Umiejetno$é stosowania regut pierwotnych =Elim, vWpr oraz reguty wtérnej MTP
O Umiejetnos¢ przeprowadzania prostych dowodéw z uzyciem tych regut

11.1. Reguta =Elim (Reguta opuszczania rbwnowaznosci)

Jezeli w pewnym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) rownowaznosé, a w
innym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) jeden z jej cztondéw, to wolno do
dowodu dotaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystepuje pozostaly jej czton.

. |p=r . |p=r
Jo|p Jo|r
> | r =Elim i, j > | p =Elim i, j
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Intuicje

Reguta =Elim jest podobna do reguty —Elim, cho¢ w przeciwienstwie do reguty —Elim ma dwie
wersje. Wiaze si¢ to z tym, ze o rownowaznosci ,,p wtedy i tylko wtedy, gdy »” mozna mysle¢ jako o
koniunkcji implikacji ,,p wtedy, gdy »”” (r — p) oraz implikacji ,p tylko wtedy, gdy »” (p — 7).
Odmiennos$¢ reguty =Elim — a zarazem jej intuicyjno$¢ — pokazuje réwniez refleksja nad wartosciami
logicznymi. Jezeli rownowaznos$¢ p = r jest prawdziwa, a jeden z jej cztondw (pierwszy lub drugi) jest
réwniez prawdziwy, to pozostaty czton (odpowiednio: drugi lub pierwszy) musi mie¢ t¢ sama warto$¢
logiczna, tj. musi by¢ prawdziwy.
Whiszcie brakujace wnioski:

Zofia dostanie oceng celujaca wtedy, ale tylko wtedy, gdy otrzyma 100% na tescie.
Zofia dostata oceng celujaca.

Rafal dostanie oceng celujaca wtedy, ale tylko wtedy, gdy otrzyma 100% na tescie.
Rafal otrzymat 100% na te$cie.

% Porada babuni o regule =Elim:

Ty Nie mieszaj =Elim z —>Elim
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Stosowanie reguty =Elim

Regule =Elim mozna tylko w jeden sposob (uwaga: druga wersja reguly =Elim wymaga, aby dane byly
inne zdania):

I.| ~A=~B e () Zat. I. | B=(~BVvA) Zat.

2. | ~A Zal. 2. |~BVA Zat.

3. | ~BeC) =Flim 1,2 3.|B =Elim 1,2
Nie wolno reguty =Elim stosowa¢ do cztonéw zdan:

1. A=B Zat. .| (A=B)=D Zat.

2.]AvC Zal. 2. | B Zal.

3B =Ehm+2 T4 =Etmr 12
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Cwiczenia na zastosowanie reguty =Elim

=Elim.I. Uzupelnij brakujace informacje:

(@) (b)

1./ C=D Zat. 1. C=D Zat.

2.1 C Zal. 2. | D Zal.

3. =Flim 1, 2 3. =Elim 1, 2
(©) (d)

1. | B=~D Zal. I.| (CvA)=B Zat.

2. Zat. 2. Zat.

3./ B =Elim 1, 2 3.|B =Elim 1, 2
(e) ®

I.| A=(DeB) Zat. 1. | M=~~N Zat.

2. Zat. 2. Zat.

3.1 A =Flim 1, 2 3. M =Elim 1, 2
(2 (h)

1.| ~A=~B Zat. 1. Zat

2. Zal. 2. | ~C=(AeB) Zal.

3. | ~B =Flim 1, 2 3. | ~C =Elim 1, 2
(1) ()]

I.| (A—>B)=(C=D) Zat 1.| A=B Zat

2. Zal. 2. Zal.

3.]A—>B =Flim 1, 2 3.|B =Elim 1, 2
(k) ]

1. Zal. 1. | ~A=~C Zat

2. (~-D=A)eC Zal. 2.1 ~A=D Zal.

3. ~D=A Zat. 3. Zat.

4. | ~D 4. | ~A =Elim 1, 3
(m) (n)

1. | C Zat 1. | ~D=~C Zat

2.1 A Zat. 2.1 A=C Zat.

3 [A=(A=B)]=C Zat. 3. Zat.

4 =Flim 1, 3 4. | ~D =Elim 1, 3
(0) (p)

1. | ~D e A) Zat. 1.|A=B Zat

2. | (~D—>A)=C Zat. 2. |B=C Zat.

3. | ~(DeA)=~C Zat. 3.|B Zat.

4 =Flim 1,3 4. =Elim 1, 3
(@ (r)

Katarzyna Paprzycka, Samonczek logiki zdaii (wersja 2007): Temat 11. Dowodzenie I1



1 (A=B)=C Zat 1. | ~A=~C Zat
2. | ~B=0) Zal. 2. A=(D—(A=0)) Zal.
3. Zal. 3. Zal.
4.|C =Elim 1, 3 4.1 A =Elim 2,3

11.2. Przykiady dowodow
Kazdy z nastgpujacych dowodow sprobujcie skonstruowaé samodzielnie.

Przyktad 1.

l.|(AeD)eB Zat. Dowies¢: C
2.{C=(AeD) Zat.

Zaczynamy, jak zwykle od analizy docelowej. Naszym celem jest wyprowadzenie zdania C, ktore jest
pierwszym czlonem réwnowazno$ci w wierszu 2. Znamy regule, ktora pozwala na wyprowadzenie
cztonu réwnowazno$ci — jest to =Elim. Mogliby$Smy zastosowac regute =Elim pod warunkiem, ze dany
bylby réwniez swobodnie stojacy drugi czlon tej rownowaznosci, tj. w naszym przypadku A e D, kto-
rego jednak nie mamy.

Musimy si¢ zastanowic, jak otrzymaé zdanie A e D. Zdanie A e D jest koniunkcja. Zwykle
otrzymywaliSmy koniunkcje laczac ja z elementéw za pomoca reguty eWpr. Tym razem jednakze nie
mamy elementéw do zlaczenia, natomiast cata koniunkcja A e D jest pierwszym cztonem koniunkcji w
wierszu 1, mozemy ja zatem uzyskac stosujac regute eElim:

3. ‘ AeD eElim 1
Skoro mamy réwnowazno$¢ C = (A e D) w wierszu 2 oraz jej drugi czlon A ¢ D w wierszu 3, to

mozemy wyprowadzi¢ pierwszy czlon tej rownowaznosci, o ktorego wyprowadzenie w dowodzie
chodzito:

4. ‘ C =Elim 2, 3
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Przyktad 2.

l.IAe(B=0C) Zal. Dowies¢: ~D
2. A—>C Zat.
3.|B=~D Zat.

Poniewaz bedziemy musieli wykorzysta¢ informacjg zawarta w przestance 1 (pozostate przestanki to
implikacja 1 réwnowazno$¢, z ktéorymi nie zrobimy nic bez jakiej$ dodatkowej informacji), wigc
dostosujemy si¢ do ,,rady Babuni” dla koniunkcji — zastosujemy regute eElim:

4. | A oElim 1
5.|B=C oElim 1

Teraz pomy$lmy. Naszym celem jest wyprowadzenie zdania ~D, ktore wystgpuje tylko w przestance 3,
jako drugi czton réwnowaznosci B = ~D; bedziemy mogli wyprowadzi¢ zdanie ~D stosujac regule
=Elim, jesli bedziemy dysponowali pierwszym czionem tej rownowaznosci, tj. swobodnie stojacym
zdaniem B, ktorego jednak nie mamy.

Jak wyprowadzi¢ zdanie B? Poza zdaniem w wierszu 3, zdanie B wystgpuje tez w zdaniu w
wierszu 5, gdzie jest pierwszym cztonem réwnowaznosci B = C. (O wierszu 1 nie wspominamy, gdyz
tam zdanie B wystepuje jako komponent cztonu koniunkcji; ponadto zdanie w wierszu 5 jest przeciez
wlasnie wynikiem wyciagnigcia informacji ze zdania w wierszu 1, cato$¢ informacji dotyczacej zdania
B, ktora zawierato zdanie w wierszu 1 zawiera teraz zdanie w wierszu 5.) Stosujac regul¢ =Elim
mogliby$smy wyprowadzi¢ zdanie B, gdyby$my mieli drugi czton rownowaznosci B = C, tj. swobodnie
stojace zdanie C, ktorego nie mamy.

Jak wyprowadzi¢ C? Poza wierszem 5, zdanie C wystgpuje tez w wierszu 2, gdzie jest
nastgpnikiem implikacji A — C. Mogliby$my wigc wyprowadzi¢ zdanie C stosujac regute —Elim, jesli
mieliby$smy swobodnie stojacy poprzednik tej implikacji, tj. zdanie A, ktore — na szczgscie — mamy w
wierszu 4.

Mozemy zatem przystapi¢ do dalszej czgSci dowodu — kierujac si¢ powyzszym
rozumowaniem. Zaczynamy od wyprowadzenia zdania C za pomoca reguly —Elim zastosowanej do
swobodnie stojacej implikacji A — C (wiersz 2) oraz swobodnie stojacego poprzednika tej implikacji,
tj. zdania A (wiersz 4):

6. ‘ C —Elim 2, 4

Poniewaz mamy juz swobodnie stojace zdanie C (wiersz 6), mozemy zastosowac regut¢ =Elim do tego
zdania oraz do swobodnie stojacej rownowaznosci B = C (wiersz 5), zeby wyprowadzi¢ zdanie B:
7. ‘ B =Elim 5, 6

Poniewaz mamy juz swobodnie stojace zdanie B (wiersz 7), mozemy zastosowac regulg =Elim jeszcze
raz tym razem do swobodnie stojacej rownowaznosci B = ~D (wiersz 3), zeby wyprowadzi¢ wniosek, o
ktorego wyprowadzenie chodzito w dowodzie:

8. | ~D =Elim 3, 7
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Cwiczenia na dowodzenia z regutg =Elim

=Elim.II. W nastgpujacych dowodach brakuje dokladnie jednego kroku, aby dowie$¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Uzupelnij brakujacy krok, uzasadnij go, oraz uzasadnij krok
ostatni:

(a) (b)
.| (A=B)eC Zat. 1.|C=B Zat.
2.|B Zat. 2. | Be~A Zat.

3. 3.

4. 4.

(d)

1.

2.

3.

4,

5.

(e) (®

1. 1.

2. 2.

3. 3.

4. 4.

5. 5. I

=Elim.III. W nast¢pujacych dowodach brakuje dokladnie dwoch krokéw, aby dowie$¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Uzupelnij brakujace kroki, uzasadnij je, oraz uzasadnij krok
ostatni:

(a) (b)
1. 1.
2. 2.
3. 3.
4. 4.
5. 5.
(© (d)
.| B=C 1.
2./ C=D 2.
3.|]AeB 3.
4, 4,
5. 5.
6. 6.
(e) (®
1.|B=C Zat. 1. | (A=B)=(~Ce A) Zal.
2.|(A>C)eC Zat. 2. | ~C Zal.
3.] A=B 3.1 A
4. 4.
5. 5.
6. 6.
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=Elim.IV. Skonstruuj nastgpujace dowody:

(a) Dowiesé, ze: C

I.|A=B=0)
2.|A=B
3. A

(c) Dowiesé, ze: C

I. | B=(B=0)
2.| A—>(BeD)
3.1 A

(e) Dowiesé, ze: A o C

1.| A=B
2.1C=D
3.|BeD

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zal.

(b) Dowiesc, ze: A

1.
2.
3.

(A=B)=(B=C)
B=C
C

(d) Dowiesc, ze: B @ D

1.
2.
3.

A=B
C=D
Ae(C

(f) Dowies¢, ze: H

1.
2.
3.

(~AeC)=(BVvO)
H=Bv ()
(~AeD)e C

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.
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11.3.Reguta vWpr (Reguta wprowadzania alternatywy, Reguta dodawa-
nia)

Jezeli w pewnym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) zdanie p, to wolno do
dowodu dolaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystepuje alternatywa, ktorej cztonem
jest zdanie p.

i |p i |p
> | pvr vWpri > | rvp vWpri

Intuicje

Zatézmy, ze zdanie B jest prawdziwe. Czy nastgpujace zdania sa prawdziwe?

Bv~C O prawdziwe O falszywe
Bv~(CeB) O prawdziwe O falszywe
BV ~~[~A Vv ~B —~C)] O prawdziwe QO falszywe
CvB QO prawdziwe O falszywe
[-«(~A —>B)=~~(CVv A)]VvB O prawdziwe QO falszywe

Mam nadziejg, ze odpowiedzieliscie, ze kazde z tych zdan jest prawdziwe. A wiemy to z pewnoS$cia
poniewaz wiemy, ze jezeli zdanie B jest prawdziwe, to prawdziwa jest kazda alternatywa, ktorej
czlonem jest zdanie B. Ta zalezno$¢ migdzy prawdziwoscia cztonu alternatywy a prawdziwoS$cia
alternatywy stanowi wilasnie uzasadnienie dla reguty vWpr.

W wypadku regulty vWpr nie nalezy si¢ oszukiwac i sugerowaé, ze jest ona regulg intuicyjna. Jej
zastosowania wydaja nam sig¢ wlasnie wysoce nieintuicyjne, cho¢ przycisnigci do muru powyzszym
rozumowaniem powiedzielibySmy inaczej. Na wszelki wypadek samodzielnie przekonajcie sig, czy
ponizsze wnioskowania wydaja si¢ Wam intuicyjne:

Teoria Einsteina jest prawdziwa.
Teoria Einsteina lub teoria Newtona jest prawdziwa.

Bedzie pada¢ deszcz.
Bedzie pada¢ deszcz lub bedzie $wiecié stonce.

Mam wrazenie, ze wnioskowania te nie wydaja si¢ Wam intuicyjne. Warto jednak zwréci¢ uwage, ze
ich nieintuicyjno$¢ nie bierze si¢ stad, ze wydaja si¢ Wam nieprawidfowe. Przeciez — po chwili
refleksji — przyznamy, ze we wnioskowaniach tych wniosek nie moze by¢ fatszywy, jezeli przestanka
jest prawdziwa! Wydaja si¢ nam jednak nieintuicyjne, gdyz trudno nam sobie wyobrazié, dlaczego
kto$, kto wie juz, ze p, chcialby «rozmydlaéy t¢ wiedzg w alternatywe ,,p lub co$ tam”. Okazuje si¢
jednak, ze reguta vWpr jest niezbg¢dna dla uchwycenia mnéstwa prawidtowych wnioskowan, a my
stosujemy ja po prostu intuicyjnie nie zdajac sobie z niej sprawy. Oto przyktad.
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Dlaczego reguta vWopr jest uzyteczna?
Rozwazmy nastepujace wnioskowanie, ktorego prawidlowos¢ jest tak bezsporna, ze pozwole Wam

wpisa¢ wniosek:

Jezeli Jas otrzyma 99 lub 100 punktow na tescie z matematyki, to otrzyma oceng celujaca.
Ja$ otrzymat 99 punktéw na tescie z matematyki.

Po symbolizacji:

(DvS)—C C: Ja$ otrzyma oceng celujaca z matematyki.
D D: Ja$ otrzyma 99 punktow na tescie z matematyki.
C S: Ja$ otrzyma 100 punktow na tescie z matematyki.

Sprobujmy wykazaé prawidtowosci tego rozumowania za pomoca dowodu:

DvsS)—C Zat. Dowies¢: C
D Zat.

Aby wyprowadzi¢ zdanie C musielibySmy zastosowaé regul¢ —Elim do implikacji (D v S) > C w
wierszu 1; a mogliby$my to zrobi¢, o ile mielibySmy swobodnie stojacy poprzednik tej implikacji, tj.
musieliby$my mie¢ wolno stojace zdanie D v S. Tego zdania jednak nie mamy. Mozemy je jednak
wyprowadzi¢ korzystajac wlasnie z reguty vWpr, poniewaz mamy czton tej alternatywy, tj. zdanie D.
3. ‘ DvS vWpr 2

Zwroémy uwage, ze w tym kontek$cie rozumowanie oparte na regule vVWpr nie wzbudza zadnych
intuicyjnych watpliwosci. Wiemy, ze jezeli Ja$ otrzyma 99 lub 100 punktoéw na tescie z matematyki, to
otrzyma oceng celujaca. Skoro Jas otrzymat 99 punktow, to prawdziwy jest poprzednik danej nam
implikacji: ,,Ja$ otrzymat 99 lub 100 punktéw na teScie z matematyki”. Mozemy zatem wyciagnaé
whniosek, ktory bez wahania wyciagamy, nie zdajac sobie sprawy, ile zawdzigczamy regule vWpr:

4 ‘ C —Elim 1,3
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Dlaczego reguta vWopr jest kiopotliwa

Wiasciwa odpowiedz na pytanie, dlaczego reguta vWpr, juz znacie, ale warto to sobie jeszcze raz
uswiadomi¢. Reguta vWpr pozwala na dotaczenie dowolnego zdania jako drugiego czlonu alternatywy
do zdania, ktore juz mamy. Niech dane beda dwie przestanki:

1. A—>C Zat.
2.1 A Zat.

Czy wolno dotaczy¢ zdanie ~A do przestanki 2? Tak (por. wiersz 3, nizej). A do przestanki pierwszej?
Tez (por. wiersz 4, nizej). A czy wolno dotaczy¢ do przestanki 1 chorobliwie wygladajace zdanie
[~(~<A - B)=~~(C v A)] ® ~[~(~D = ~B) e ~~(~D v ~(C v ~B))]? Tak (por. wiersz 5, nizej). A do
przestanki drugiej? Tez (por. wiersz 6, nizej).

3. Av~A vWpr 2
4. | ~Av(A—>0) vWpr 1
5. | {[~(+~A—>B)=~~(CVv A)] e ~[~(~-D=~B) e ~~(~D v ~(C v ~B))]} VA vWpr 1
6. (A>O)V {[~(~A—>B)=~~«(Cv A)] ® ~[-(~D=~B) ¢ ~~(~D v ~(C v ~B))]} vWpr 2

Dozwolone sa w tej sytuacji powyzsze kroki, jak i tryliony innych. W dowodzeniu zawsze musicie
dazy¢ do celu! Nigdy nie nalezy podejmowac kroku tylko dlatego, ze wolno! Inaczej zginiecie pod
cigzarem nieskonczonej ilosci bezsensownych — ale dozwolonych — kroczkow.

i3 Porada babuni o regule vWpr:

i{'_;.. Nigdy nie stosuj vWpr, chyba ze dobrze wiesz, co chcesz
zrobi¢ z wyprowadzonym za jej pomoca zdaniem.

Zwroccie uwagg, ze powyzej nie powiedziane zostato, co z przestanek 1 i 2 ma niby wynikac.
Jezeli chodzi o to aby dowies¢, ze C, to mozna to zrobi¢ w jednym kroku. Jezeli chodzi o to zeby
dowies¢, ze C o A, to mozna to zrobi¢ w dwoch krokach. Ale moze chodzi¢ o to, aby dowiesé, ze
[(A— C)v B]e (DvVvA). Sprobujmy:
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Przyktad 3

I.IA—>C Zat. Dowies¢: [(A - C)vB]e(D v A)
2. | A Zat.

Nasz wniosek jest koniunkcja i bedziemy go mogli wyprowadzi¢ za pomoca reguly eWpr, o ile
bedziemy dysponowali swobodnie stojacymi czlonami: z jednej strony alternatywa (A — C) v B, a z
drugiej strony alternatywa D v A. Zastanowmy si¢ kolejno, jak je otrzymac?

Mogliby$Smy otrzymac¢ alternatywg D v A za pomoca reguly vWpr, gdyby dany nam byt swobodnie
stojacy jeden z czlondw tej alternatywy: albo zdanie D, albo zdanie A. Istotnie mamy zdanie A
swobodnie stojace w wierszu 2, a poniewaz reguta vWpr mowi, ze mozemy dotaczy¢ jako pozostaty
czton alternatywy dowolne zdanie do zdania A, wigc pozwala rowniez na dodanie zdania D, tak aby
uzyska¢ zdanie:

3.‘DVA vWpr 2

Chwila refleksji wystarczy, zeby sobie uswiadomié, iz reguta VvWpr pozwoli rdéwniez na
wyprowadzenie zdania (A — C) v B. Mamy przeciez jeden z cztondéw tej alternatywy. Nie mamy jej
drugiego cztonu (zdania B), ale mamy jej pierwszy czton (zdanie A — C), stojace swobodnie w
wierszu 1. Wolno nam zatem dolaczy¢ nowy wiersz dowodu, w ktorym zdanie A — C bedzie
pierwszym czlonem alternatywy, a drugim jej cztonem bgdzie dowolne zdanie, w szczegolnosci za$ to,
ktérego potrzebujemy w tym dowodzie, a mianowicie zdanie B:

4.‘(A—>C)VB vWpr 1
Ostatni krok to zastosowanie reguty e Wpr do dwoch wilasnie uzyskanych alternatyw:
5.‘[(A—)C)VB]O(DVA) eWpr4,3

Stosowanie reguty vWpr

Regule vWpr mozna stosowac na nieograniczonq ilos¢ sposobow — lecz gdy juz zdecydujemy co ma
by¢ dodanym cztonem alternatywy reguta moze by¢ zastosowana dwojako. W ponizszym przypadku
do zdania ~A, zdecydowalis$my si¢ doda¢ zdanie D = C:

L] ~A Zat.
2. (D=C)v~A vWor 1
3.]~Av(D=0) vWpr 1

Nie wolno reguty vWpr stosowac do cztonow zdan:

1. | ~A Zat. .| AeB Zat
Z—APD=C)——Wpr LAy B————Wprd
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Cwiczenia na zastosowanie reguly vWpr

vWpr.lL.a. Zastosuj regute vWpr dodajac zdanie B:

(a)

1. | A
2.]A=>C
3.

4.

©)

1. | ~B
2.|B—B
3.

4.

(e

1.| B
2.|AvC
3.

4.

5.

vWpr.Lb. Zastosuj regute vWpr dodajac zdanie ~B:

(a)

1. | A
2.|A=C
3.

4,

(©)

1. | ~A
2.l A=C
3.

4.

(e)

1. | ~B
2.|B—B
3.

Zat.
Zal.
vWpr 1
vWpr 1

Zal.
Zat.
vWpr 2
vWpr 2

Zat.
Zal.
vWpr 1
vWpr 2
vWpr 2

Zat.
Zat.

vWpr 1
vWopr 1

Zal.
Zat.

vWpr 1
vWpr 1

Zal.
Zat.
vWpr 1

(=3
~

—~
o
~

(=3
~

—~
o
-~

A—C

bl

B—B

Db

A=C

S

A—C

Db

AvC

=

~B
B—B

2w D

Zat.
Zal.
vWpr 2
vWpr 2

Zal.
Zal.
vWpr 1
vWpr 1

Zat.
Zal.
vWpr 1
vWpr 1
vWpr 2
vWpr 2

Zat.
Zat.
vWpr 2
vWpr 2

Zat.
Zat.
vWpr 1
vWpr 1

Zat.
Zat.
vWpr 2
vWpr 2
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vWpr.lL.c. Zastosuj regute vWpr dodajac zdanie ~B = A:

(a) (b)
I.|A Zat. 1. | ~A Zat.
2.|A=C Zal. 2. |A=C Zat.

3. vWpr 1 3. vWpr 1
4. vWpr 1 4. vWpr 1
(©) (d)
1. | A Zat. 1. | ~B Zat.
2.|]A—=C Zal. 2.|B—B Zat.
3. vWpr 2 3. vWpr 2
4. vWpr 2 4. vWpr 2

11.4. Jeszcze jeden przykiad dowodu z regutg vWpr

Jeden przyktad dowodu stosujacego regulte vWpr widzielismy. Przerobmy jeszcze jeden. Jak zwykle
sprobujcie go skonstruowac samodzielnie.

Przyktad 4.
l.| (CeD)=(~AVvB) Zal Dowies¢: C
2. | B Zat.

Naszym celem jest wyprowadzenie swobodnie stojacego zdania C, ktore jest czlonem koniunkcji
bedacej z kolei cztonem rownowaznosci z wiersza 1. Jesli uda nam si¢ wyprowadzi¢ koniunkcjg C e D,
otrzymanie C jest proste — zastosujemy eElim. Musimy si¢ tylko zastanowic:

Jak otrzymac¢ zdanie C e D? ZauwazyliSmy juz, ze jest to pierwszy czton rownowaznosci. Gdybysmy
mieli drugi jej czlon, tj. ~A v B, woéwczas mogliby$my zastosowac regute =Elim.

Jak zatem otrzymac zdanie ~A v B? Zdanie ~A v B jest alternatywa — mogliby$my ja uzyskaé stosujac
regute vWpr, gdyby$my mieli ktorykolwiek z jej cztondw, 1 — na szczgécie — drugi jej czton, zdanie B
wystepuje swobodnie w wierszu 2. Do zdanie B z wiersza 2 na mocy reguly vWpr mozemy dodaé
dowolne zdanie, w szczegolnosci mozemy doda¢ zdanie ~A, gdyz potrzebujemy alternatywy ~A v B:
3.] ~AvB vWpr 2

Mamy teraz rownowaznos$¢ (C D) = (~A v B) w wierszu 1 oraz drugi jej czton (~A v B) w wierszu 3,
mozemy zatem wyprowadzi¢ pierwszy czton tej rownowaznosci za pomoca reguty =Elim:

4. | CeD =Elim 1, 3
Teraz pozostaje zastosowanie reguty ®Elim, aby uzyska¢ zadany wniosek:
5.1 C oElim 4
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Cwiczenia na dowodzenia z reguta vVWpr

vWpr.Il. W nastepujacych dowodach brakuje dokladnie jednego kroku, aby dowie$¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Uzupelnij brakujacy krok, uzasadnij go, oraz uzasadnij krok
ostatni:

(a) (b)
.| A Zat. 1.
2.|](AvB)—>C 2.
3 3.
4 4.
(© (d)
1.|~B Zat. I.| (Cv~B)— (~Av~B) Zat.
(Av~B)—>C 2. C Zal.
3.
4.
®
1. | ~B Zat.
2.|C=(~Av~B)
3.
4.
(€9) (h)
.| BvA)=(CvD) Zat. 1.
2. | A Zal. 2.
3. 3.
4. 4.
0
1.
2.
3.
4.
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vWpr.IIl. W nastepujacych dowodach brakuje doktadnie dwoch krokéw, aby dowies¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Uzupeknij brakujace kroki, uzasadnij je, oraz uzasadnij krok
ostatni:

(a) (b)

1. 1.

2. 2.

3. 3.

4. 4 I

5. s I
(©) (d)

.| A Zal. .| A Zal.

2.1 C Zat. 2. | A>[(AvB)—>D] Zat.

3. 3.

4. 4 I

5. B s I
(e) ®

.| (CvA)—>[D=(CvA)] Zal 1. |A Zat.

2.1 A Zat. 2.|(CvA)—B Zat.

3. 3.

4. B I

5. s |
vWpr.IV. Skonstruuj nastgpujace dowody:
(a) Dowiesé, ze: ~C (b) Dowiesc, ze: [[Av B)vC]e (DvVA)

l.|(AvB)—>D Zal. I.|A Zal.

2. | (~REvD)—>~C Zat. 2.1 ~B Zat.

3.1 A Zat
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11.5. Reguta wtérna MTP (modus tollendo ponens)

Pozwolimy sobie teraz przerwac nasz ciag uczenia si¢ regut pierwotnych systemu SD i wprowadzimy
jedna, bardzo uzyteczna regul¢ wtdrna, a mianowicie regut¢ MTP pozwalajaca nam na wykorzystanie
informacji zawartej w alternatywie. W temacie 10 wykazemy, ze reguta MTP jest reguta wtorna, tj. ze
wszystkie kroki wnioskowania, na ktore pozwala reguta MTP mozna uzasadni¢ wylacznie za pomoca
regul pierwotnych systemu SD. Tymczasem jednak pozwolimy sobie na stosowanie reguty MTP:

Jezeli w pewnym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) alternatywa, a w innym
wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) negacja jednego jej cztonu, to wolno do
dowodu dolaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystepuje pozostaly czlon tej

alternatywy.
i. |pvr I |pvr
Jo | P Jo |~
> | r MTP i, j > | p MTP i, j
Intuicje

O intuicyjnosci reguty MTP nie trzeba nikogo przekonywac. Proszg wpisa¢ wnioski w nastgpujacych
rozumowaniach, a przekonaja si¢ Panstwo sami:

W stotéwce podadza na deser albo lody, albo budyn.
Niestety nie podali lodow.

Alicja moze zdawa¢ egzamin w formie albo pisemnej albo ustne;.
Alicja musiata by¢ w pracy i przepadty jej wszystkie terminy ustnych egzaminow.

Stosowanie reguty MTP

Regute MTP mozna tylko w jeden sposob (uwaga: druga wersja reguty MTP wymaga, aby dane byly
inne zdania):

I.lAvB Zal.
2. ~A Zal.
3.|B MTP 1,2

Poniewaz regula wymaga, aby oprocz alternatywy, dany byt tez zanegowany jeden z jej cztonow, warto
si¢ zastanowi¢ nad tym, jak stosowaé si¢ bedzie reguta MTP do alternatyw, ktorych czlony sa
zanegowane. Sprobujcie zastosowa¢ regul¢ MTP do ponizszych przyktadow — uzupehiajac brakujace
informacje:

1. | Dv~C Zat. 1. | Dv~C Zat.
2. | ~D Zat. 2. Zat.
3. MTP 1,2 3./D MTP 1,2

Mamy do czynienia z alternatywa, ktorej pierwszym czlonem jest zdanie proste D, a drugim cztonem
negacja ~C. Gdy dane jest jeszcze zdanie ~D, to mozemy zastosowac¢ regutg MTP, gdyz negacja ~D
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jest negacja pierwszego cztonu alternatywy D v ~C, a w takim wypadku reguta MTP pozwala nam na
wyprowadzenie drugiego cztonu alternatywy, czyli negacji ~C.

W drugim wypadku, dana jest ponownie alternatywa D v ~C, lecz tym razem MTP zostata
zastosowana tak, ze wyprowadzony zostat pierwszy jej czton, a mianowicie D. Brakuje tu informacji
dotyczacej tego, co jeszcze musialo by¢ dane. Aby wyprowadzi¢ pierwszy czlon alternatywy,
musieli§my mie¢ negacje¢ drugiego cztonu tej alternatywy. Drugim cztonem alternatywy D v ~C jest
zdanie ~C, ktorego negacja jest zdanie ~~C. W wierszu 2 drugiego dowodu brakuje zatem zdania ~~C.

Jednym z czgstych bledow jest przypuszczenie, ze reguta MTP jest prawidlowo zastosowana
w obydwu przypadkach nizej przedstawionych:

1.|]Av~B Zat. .| Av~B Zat.
2. | ~B Zat. 2.1 B Zat.
3. | A MTP 1,2 3T A MTP12

W przypadku drugim zastosowanie reguty MTP nie jest jednak uprawnione. Zdanie B nie stanowi
bowiem negacji zdania ~B. Musimy pamigta¢ bowiem, ze reguly inferencyjne sa regutami
syntaktycznymi — dostgpna im jest jedyne struktura syntaktyczna formut (a wigc to z jakim symboli sa
ztozone), a nie ich znaczenie. Oczywiscie wnioskowanie, ze A na podstawie przestanek A v ~B oraz B
jest wnioskowaniem prawidlowym — bedziemy si¢ o tym mogli przekonad nieco pédzniej, jak juz
skompletujemy nasze reguty wnioskowania.

AT
';?.-f’ Porada babuni o regule MTP:
Drogt Uwazaj na negacje!

Jak zwykle nie wolno regulty MTP stosowac do cztondéw zdan:

L.LIAv(BvVO Zat. I.IAVB Zat.
2.|~B Zat. 2.|~A=C Zat.
3—+€ MFP12 3—+B MFP12

Czy wiesz, Ze . . .

Pionierzy badan nad sztuczng inteligecja A. Newell, J.C. Shaw and H.A. Simon stworzyli program,
Logic Theorist, ktorego zadanie polegato na dowodzeniu twierdzen. Nie jest to zadanie banalne, gdyz
proces dowodzenia nie jest algorytmizowalny.

Programowi Logic Theorist udato si¢ dowies¢ 38 z pierwszych 52 twierdzen przedstawionych
przez B. Russella i A.N. Whiteheada w Prinicipia Mathematica. W przypadku jednego twierdzenia
dowod przedstawiony przez program Logic Theorist byt elegantszy niz dowdd podanych przez
stawnych logikow. Trzej autorzy pospiesznie napisali krotki artykul, opisujacy otrzymany dowod,
dopisujac do swych nazwisk czwartego autora: Logic Theorist. Byt to pierwszy artykul, ktoérego
wspoétautorem byla maszyna. Niestety redakcja artykul si¢ nie ukazal — redaktor prestizowego
czasopisma The Journal of Symbolic Logic odrzucit artykut.

Na podstawie: J. Weizenbaum, Computer Power and Human Reason (San Francisco: W.H. Freeman, 1976)
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Cwiczenia na zastosowanie reguty MTP

MTP.I. Uzupetnij brakujace informacje:

(@) (b)

1.|AVvB Zat. 1.|AVvB Zat.

2.1 ~B Zat. 2. Zat.

3. MTP 1,2 3.|B MTP 1,2
(©) (d)

1. Zat. 1. ~Av~B Zat.

2. | ~B Zat. 2. Zat.

3.|C MTP 1,2 3. | ~A MTP 1,2
(e) ®

1. Zat. I.I(A—>C)vB Zat.

2.| ~BeC) Zat. 2. | ~B Zat.

3. ~A MTP 1,2 3. MTP 1,2
(2 (h)

1. Av~B Zat. 1. | ~A Zat.

2. Zal. 2. Zal.

3.1 A MTP 1,2 3. | ~B MTP 1,2

11.6. Przyktady dowodoéw z zastosowaniem reguty MTP

Przyktad 5.

I.|AvB Zat. Dowiesc: A
2.|C—>~B Zat.
3.1 C Zat.

Naszym celem jest wyprowadzenie swobodnie stojacego zdania A, ktdre jest pierwszym czlonem
alternatywy z wiersza 1. Mogliby$Smy wyprowadzi¢ zdanie A, gdyby$my mieli negacjg drugiego cztonu
alternatywy A v B, tj. gdyby$my mieli ~B.

Zdanie ~B jest nastgpnikiem implikacji z wiersza 2, a zatem moglibySmy je wyprowadzi¢ stosujac
—Elim, gdyby$my mieli poprzednik tej implikacji, tj. C, ktory rzeczywiscie mamy w wierszu 3:

4. | ~B —Elim 2, 3

Mamy teraz alternatyw¢ A v B swobodnie stojaca w wierszu 1 oraz negacje jej drugiego cztonu, tj.

swobodnie stojace zdanie ~B, w wierszu 4, mozemy zatem zastosowaé regut¢ MTP i wyprowadzié
pierwszy czton tej alternatywy:

5. ‘A MTP 1, 4
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Przyktad 6.

1. | ~Av~B Zat. Dowiesé: ~A
2. | Be~~B Zal.

Naszym celem jest wyprowadzenie zdania ~A, ktore jest pierwszym cztonem alternatywy w wierszu 1.
Moglibysmy wyprowadzi¢ ~A, gdyby$Smy mieli negacj¢ drugiego czlonu tej alternatywy. Poniewaz
drugim czltonem alternatywy ~A v ~B jest zdanie ~B, to negacja drugiego czionu tej alternatywy
bedzie zdanie ~~B. Zdanie ~~B nie wystgpuje w dowodzie swobodnie, ale mozemy je wyprowadzi¢ z
wiersza 2 stosujac regul¢ eElim:

3. ‘ ~~B oElim 2

Mamy teraz alternatywe ~A v ~B swobodnie stojaca w wierszu 1 oraz negacj¢ jej drugiego czlonu, tj.
swobodnie stojace zdanie ~~B, w wierszu 3, mozemy zatem zastosowa¢ regute MTP i wyprowadzié
pierwszy czton tej alternatywy:

4. ‘ ~A MTP 1,3

Uwaga! Aby moc zastosowaé regute¢ MTP nie wystarczyloby wyprowadzenie zdania B, gdyz zdanie B
nie jest negacjq zdania ~B.

Przyktad 7.
Sprébujcie dowiesé prawidtowosci nastgpujacego rozumowania:

Jezeli dostang 17 lub 18 punktéw na teScie, to otrzymam ocen¢ B: Otrzymam bdb

bdb. Otrzymam oceng bdb tylko jesli albo przyswojg sobie regutg  O: Dostang osiemnascie punktow
wprowadzania implikacji albo wkuje wszystkie mozliwe dowody P: Przyswoje sobie —Wpr

na pamigé. Dostalem 18 punktéw, a przeciez nie mozna wku¢ S: Dostane siedemna$cie punktow
wszystkich mozliwych dowodow na pamigé, wigc: W: Wkuje¢ wszystkie dowody
Przyswoitem sobie regutg¢ wprowadzania implikacji.

l.I(SvO)—B Zat. Dowies¢: P
.| B=>®VvW) Zat.
3. O e ~W Zat.

Naszym celem jest wyprowadzenie zdania P. Zdanie P jest pierwszym cztonem alternatywy P v W
znajdujacej si¢ w nastgpniku implikacji z wiersza 2. Aby wyprowadzi¢ P musimy najpierw
wyprowadzi¢ alternatywg, co mogliby$Smy prosto uczyni¢ (za pomoca reguty —Elim), gdyby$my mieli
poprzednik implikacji B — (P v W), czyli gdybysmy mieli swobodnie stojace zdanie B. Jedynym
sposobem na otrzymanie zdania B jest zastosowanie reguty —Elim do implikacji z wiersza 1, ale do
tego potrzebujemy swobodnie wystgpujacego poprzednika tej implikacji, tj. zdania S v O, ktérego nie
mamy. Poniewaz zdanie S v O jest alternatywa, wigc mozemy je tatwo otrzymaé przez zastosowanie
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reguly vWpr, o ile mamy ktory$ z cztondw tej alternatywy. Ani S ani O nie wystgpuja swobodnie w
dowodzie, ale mozemy wyprowadzi¢ O z wiersza 3 stosujac regute e Elim. Wykonajmy zatem wyzej
obmyslone kroki:

4.10 oElim 3

Do zdania O mozemy doda¢ dowolne zdanie, a w szczegélnosci zdanie S, tak aby otrzymacé
alternatywg S v O:

5./SvO vWpr 4

Mamy teraz implikacj¢ (S v O) — B w wierszu 1 oraz jej poprzednik Sv O w wierszu 5, wigc
mozemy zastosowac regute —Elim:

6. | B —Elim 1,5

Mamy teraz implikacje B — (P v W) w wierszu 2 oraz jej poprzednik B w wierszu 6, wigc mozemy
zastosowac regute —Elim:

7. | PvW —Elim 2, 6

Przypomnijmy sobie, ze chodzi nam o wyprowadzenie zdania P. Zdanie P jest pierwszym czlonem
alternatywy P v W z wiersza 7. Moglibys§my wyprowadzi¢ P za pomoca reguly MTP, gdyby$my mieli
negacje¢ drugiego czlonu tej alternatywy, czyli swobodnie stojace zdanie ~W. Zdania tego nie mamy,
mozemy je jednak wyprowadzi¢ z koniunkcji w wierszu 3:

8 | ~W oElim 3
9.1P MTP 7, 8

Jako ¢éwiczenie warto wykona¢ kroki, ktére wykonywaliSmy w tym dowodzie na symbolach, na
zdaniach jgzyka naturalnego. Cwiczenie to powinno pokazaé, ze wiasnie skonstruowany przez nas
dowdd nie odbiega od naturalnego toku myslenia, cho¢ miejscami wyda si¢ nam zbyt drobiazgowy:

1. | Jezeli dostang 17 lub 18 punktéw na tescie, to otrzymam oceng bdb. Zal.
Otrzymam oceng bdb tylko jesli albo przyswoj¢ sobie regule wprowadzania Zal.
implikacji albo wkuj¢ wszystkie mozliwe dowody na pamig¢.

Parafraza: Jezeli otrzymatem oceng bdb, to [znaczy, ze] albo przyswoilem sobie
regule wprowadzania implikacji albo wkutem wszystkie mozliwe dowody.

3. | Dostalem 18 punktow, a przeciez nie wkulem wszystkich mozliwych dowodow. Zat.

4. oElim 3

5. vWpr 4

6. —Elim 1,5

7. —Elim 2, 6

8. oElim 3

9. | Przyswoilem sobie regut¢ wprowadzania implikacji. MTP 7, 8
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Cwiczenia na dowodzenia z requta MTP

MTP.II. W nastgpujacych dowodach brakuje dokladnie jednego kroku, aby dowies¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Uzupehij brakujacy krok, uzasadnij go, oraz uzasadnij krok

ostatni:

(a)
1. | ~D
2.{(CvD)vD
3.
4. | C

(c)
1. | ~B
2. | ~B— (AvB)
3.
4. | A

MTP.III. W nastgpujacych dowodach brakuje

ostatni:

(a)
I.|~-D=(AvD)
2. | ~DeB
3.

4.
5.1 A

()
I.|[(AvB)vC]vC
2. | ~Ce~B
3.

4.
5.]AvB

Zal.
Zat.

Zat.
Zat.

Zat.
Zat.

Zal.
Zal.

~~ @
e v —~Z

Db =

~A o ~B
BvD

Zat.
Zat.

Zat.
Zat.

doktadnie dwoéch krokéw, aby dowies¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Uzupelnij brakujace kroki, uzasadnij je, oraz uzasadnij krok

(=}
~

~
[oN
=

[~A— [DvA]vA
~A

A e

Bv(AvB)
~B

A

DV A

Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
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MTP.IV. Skonstruuj nastgpujace dowody:

(a) Dowies¢, ze: B (b) Dowiesc, ze: ~B
1.|C Zat. L.I(DvA)V[AvV(~BVA)] Zal
2.|~A=(~-Dv () Zal. 2. | ~A—>~DvVA) Zat.
3.](CvD)=>(AvB) Zat 3.|~Ae(C Zat
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MTP.V.a. Dokonaj symbolizacji nastgpujacego wnioskowania, a nastgpnie dowiedz jego
prawidlowosci. Zastanow sig, czy porzadek krokéw w dowodzie odpowiada porzadkowi rozumowania
intuicyjnego.

Jezeli Ania zda logikg, to jej chlopak Tomek zaprosi ja albo do greckiej albo do francuskiej restauracji.
Nie zaprosi jej do francuskiej restauracji jesli ogladata duzo TV. Ania zda logike jesli bgdzie dobrze
przygotowana, a bedzie dobrze przygotowana jesli bedzie si¢ duzo uczy¢. Ania duzo sig uczyla, ale tez
ogladata duzo TV. Zatem Tom zaprosi Ani¢ do greckiej restauracji.

MTP.V.b. Dokonaj symbolizacji nastgpujacego wnioskowania, a nastgpnie dowiedz jego
prawidtowosci. Zastanow sig, czy porzadek krokow w dowodzie odpowiada porzadkowi rozumowania
intuicyjnego.

Tomek nie jest zainteresowany Beata; Sta$ natomiast bardzo chcialby si¢ z nia uméwic. Beata umowi
si¢ ze Stasiem albo wtedy, gdy zostanie przewodniczacym samorzadu albo, gdy si¢ okaze, ze Robert
nie jest nig zainteresowany. Stas zostanie przewodniczacym samorzadu jesli albo Cecylia nie umowi
si¢ z nim albo Pawel nie zostanie wybrany do samorzadu. Cecylia nie umowi si¢ ze Stasiem chyba, ze
Beata zaprosi ja na imprezg. Jesli Tomek nie jest zainteresowany Beata, to Beata nie zaprosi ani jego
ani Cecylii na impreze. Beata umoéwi si¢ ze Stasiem.

MTP.V.a. MTP.V.b.
1. 1.
2. 2
3. 3
4. 4.
5
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