10. DOWODZENIE |: REGULY ¢ WPR, ¢ ELIM, —»ELIM

Wprowadzenie

Zaden z tematéw w podstawowym kursie logiki nie jest ani tak trudny jak dowodzenie, ani tak
uzyteczny jak dowodzenie w systemie dedukcji naturalnej. Jednoczesnie — jak w zadnym dotad temacie
— jestescie zdani wylacznie na siebie i na Samouczek, a przede wszystkim na ¢wiczenia w nim zawarte.
Musicie wykona¢ je wszystkie, w dodatku musicie je wykonywaé¢ w momencie, w ktérym sa podane.
Nie wolno pofolgowaé przyzwyczajeniom z czytania innych rozdziatow — najpierw przeczytaé catosc,
ogarna¢ ja myslowo, a potem przej$¢ przez temat jeszcze raz. Po pierwsze, zanudzicie si¢ czytajac
catos¢, a po drugie wyda si¢ Wam to takie proste, ze siggnigcie po Samouczek tuz przed egzaminem, po
to tylko by egzamin obla¢ po nieprzespanej, skapanej zimnym potem, nocy. Z dowodzeniem nie maja
ktopotow wylacznie umysty formalne, a tych jest bardzo mato. Wigkszos¢ studentow o §redneij bdb ma
ktopoty z dowodzeniem. Do nauki dowodzenia nalezy podchodzi¢ z pogoda ducha, z wiara w swoje
sity — ale jednoczeénie i w moje ostrzezenia — oraz z zapatem do systematycznej pracy. Nalezy ¢wiczy¢
troch¢ codziennie.
Na umiejetnos¢ dowodzenia sktadaja si¢ dwie umiejgtnosci:

(a) umiejgtnos¢ stosowania formalnych regut wnioskowania
(b) umiejetno$¢ myslenia strategicznego

Paradoksalnie zrédtem trudnosci w nauczeniu si¢ dowodzenia jest to co — wydawac by si¢ moglo —
najprostsze, a mianowicie umiej¢tno$¢ stosowania regut inferencji. Komputery z tatwoscia bezbtednie
stosuja reguly inferencji, a z dowodzeniem maja klopoty, bo trudniej nauczy¢ je myslenia
strategicznego. Ludzie natomiast $wietnie sobie radza z mysleniem strategicznym, trudno si¢ jest im
natomiast zmobilizowa¢ do sztywnego stosowania regul wnioskowania. Gdyby nie ta trudnosc¢, to
mozna byloby systemy dowodzenia w dedukcji naturalnej sprzedawac tak, jak sprzedaje si¢ gry
strategiczne!

Jednym z zadan Samouczka jest pomoc Wam w opanowaniu gltéwnie tej pierwszej
umiejetnosci. Dla kazdej wprowadzanej reguly inferencji bedziecie musieli wykona¢ ¢wiczenia, ktore
pozwola Wam wyksztalci¢ sobie ,,mentalny schemat” takiej reguly. Bez wyksztalcenia takiego
schematu nie nauczycie si¢ dowodzi¢. Aby umie¢ przeprowadza¢ dowody trzeba dostownie widzie¢
struktury logiczne i legalne (tj. dozwolone przez reguly) ruchy.

Cele

O Unmiejetno$é zastosowania regut e Wpr, eElim, —Elim
O Unmiejetno$é przeprowadzania prostych dowodow z uzyciem regut eWpr, eElim, —Elim
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10.1. Dowodzenie jako uporzadkowane rozumowanie

Dowodzenie nie jest niczym innym niz rozumowaniem, a dowod jest zapisem kolejnych krokéw
mys$lowych. Zobaczmy to na przyktadach.

Przyktad 1

Jezeli Ania zda logike, to jej chtopak Tomek zaprosi ja albo do greckiej albo do francuskiej
restauracji. Tomek zapowiedzial, ze nie zaprosi jej do francuskiej restauracji, jesli bedzie
ogladata duzo TV. Jesli Ania bedzie dobrze przygotowana, to zda logikg, a bedzie dobrze
przygotowana — jesli bedzie si¢ duzo uczy¢. Ania duzo si¢ uczyla, ale tez ogladata duzo TV.

Czy Tomek zaprosi Ani¢ do restauracji? A jesli tak, to do ktorej? — Oczywiscie, do greckiej. Jak do tej
odpowiedzi dochodzimy mozna zrekonstruowa¢ w formie ,,dowodopodobne;j”:

(1) Jezeli Ania zda logike, to jej chtopak Tomek zaprosi ja albo do greckiej albo do

francuskiej restauracji. (Zat)
(2) Tomek nie zaprosi Ani do francuskiej restauracji, jesli Ania ogladata duzo TV. (Zat)
(3) Ania zda logikg — jesli bedzie dobrze przygotowana, a bedzie dobrze

przygotowana — jesli bedzie si¢ duzo uczy¢. (Zat.)
(4) Ania duzo si¢ uczyla, ale tez ogladata duzo TV. (Zat.)
(5) Ania bedzie dobrze przygotowana. 3), @)
(6) Ania zda logike. 3), (5
(7) Tomek zaprosi Anig albo do greckiej albo do francuskiej restauracji. 1), (6)
(8) Tomek nie zaprosi Ani do restauracji francuskie;. 2),4)
(9) Tomek zaprosi Anig do restauracji greckie;. ), (8)

‘(Zal.)’ jest skrotem od ‘Zatozenie’ i zaznacza te zdania, ktore sa nam dane, ktore — przyjmujemy — sa
prawdziwe. W powyzszej historyjce dane sa nam cztery zalozenia, z ktérych potem kolejno wyciagamy
wnioski (tzw. wnioski posrednie: kroki (5)-(7)) az do wniosku ostatecznego (8). Pierwszy wniosek
posredni (5), ze Ania bedzie dobrze przygotowana, wyciagamy odwolujac si¢ do przestanki (4), z
ktorej wynika, ze Ania duzo si¢ uczyla, oraz przestanki (3), z ktorej wynika, ze jezeli Ania si¢ duzo
uczyla, to bedzie dobrze przygotowana. Kolejny wniosek (6), ze Ania zda logike, wynika z tego, ze (5)
Ania bedzie dobrze przygotowana, oraz z tego, co wynika z przestanki (3), a mianowicie, ze jezeli Ania
bedzie dobrze przygotowana, to zda logike. Wiemy juz, ze (6) Ania zda logike, oraz ze (1) jezeli zda
logikeg, to jej chtopak Tomek zaprosi ja albo do greckiej albo do francuskiej restauracji, wigc mozemy
wyciagnac kolejny wniosek posredni, a mianowicie (7), ze Tomek zaprosi ja albo do greckiej albo do
francuskiej restauracji. Skadinad wiemy, ze (8) Tomek nie zaprosi Ani do restauracji francuskiej,
poniewaz zgodnie z przestanka (2) Tomek nie zaprosi Ani do francuskiej restauracji, jesli Ania
ogladata duzo TV, a zgodnie z przestanka (4) Ania ogladala duzo TV. Skoro wigc wiemy, ze (7)
Tomek zaprosi Anig¢ albo do greckiej albo do francuskiej restauracji oraz ze (8) Tomek nie zaprosi Ani
do restauracji francuskiej, to wiemy w takim razie, ze (9) zaprosi ja do restauracji greckiej.

Caly tok rozumowania jest «logiczny». Zastosowany przez nas wyzej zapis ma rowniez
zastgpowaé przeprowadzony wilasnie explicite tok rozumowania. Temu wlasnie stuza uzasadnienia
kazdego kroku, ktore odwotuja do wierszy dowodu, z ktorych trzeba skorzystaé w przeprowadzaniu
danego kroku.

Katarzyna Paprzycka, Samonczek logiki zdaii (wersja 2007): Temat 10. Dowodzenie I 10-2



Przyktad 2

Ujegcie rozumowania w formg ,,dowodopodobna” nie tylko pomaga je zrekonstruowac i unaocznié, lecz
czasem pomaga nam w samym rozumowaniu. Dzieje si¢ tak czg¢sto wowczas, gdy mamy do czynienia
z tekstem powiklanym, a w szczegdlnosci niezbyt logicznie utozonym, jak np. ten:

Tomek nie jest zainteresowany Beata; Sta§ natomiast bardzo chcialby si¢ z niag umowi¢. Beata
umoéwi sig ze Stasiem albo wtedy, gdy zostanie przewodniczacym samorzadu, albo gdy sig
okaze, ze Robert nie jest nig zainteresowany. Sta$ zostanie przewodniczacym samorzadu, jesli
albo Cecylia nie umowi si¢ z nim, albo Pawet nie zostanie wybrany do samorzadu. Cecylia nie
uméwi si¢ ze Stasiem, chyba ze Beata zaprosi ja na imprezg. Je§li Tomek nie jest

zainteresowany Beata, to Beata nie zaprosi ani jego ani Cecylii na imprezg.

Czy Beata uméwi sig ze Stasiem? Zrekonstruujmy:

()
2
3)

“)
&)
(6)
(M
®)
)

(10)
(11)

Tomek nie jest zainteresowany Beata; Stas natomiast bardzo chcialby si¢ z nia
umowic.

Beata umowi sig ze Stasiem albo wtedy, gdy zostanie przewodniczacym
samorzadu, albo gdy si¢ okaze, ze Robert nie jest nig zainteresowany.

Stas zostanie przewodniczacym samorzadu, jesli albo Cecylia nie umowi si¢ z
nim, albo Pawel nie zostanie wybrany do samorzadu.

Cecylia nie umowi si¢ ze Stasiem, chyba ze Beata zaprosi ja na imprezg.

Jesli Tomek nie jest zainteresowany Beata, to Beata nie zaprosi ani jego ani
Cecylii na imprezg.

(Zat.)
(Zat))

(Zat)
(Zat)

(Zat)

Sprobujcie samodzielnie wyprowadzi¢ wniosek, nie zapominajac o ,,uzasadnieniach”, tj. o zaznaczeniu,
z ktorego wiersza korzystaliscie. Odpowiedzi znajdziecie w Rozwiqzaniach.
Kazdy krok rozumowania w dowodzie jest albo zatozeniem, albo jest uzasadniony jako
wniosek wynikajacy z wczesniejszych krokéw w dowodzie. Réznica migdzy powyzszymi strukturami
,»dowodopodobnymi” a dowodami formalnymi polega na tym, ze w dowodach formalnych $cisle
okresla sig, ktore kroki sa dozwolone za pomoca tzw. reguf wnioskowania lub inferencji. Reguly te sa
regutami logicznie prawidlowego wnioskowania — ich zastosowanie gwarantuje, ze nigdy nie
wyprowadzimy fatszywego wniosku z prawdziwych przestanek. Cata trudno$¢ w dowodzeniu polega
na tym, aby si¢ wdrozy¢ w konsekwentne stosowanie tych regut.
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Czy wiesz, Ze . . .

Istnieja dwa rodzaje systemow dowodzenia: systemy aksjomatyczne i systemy dedukcji naturalne;j.

Systemy aksjomatyczne wyrdzniaja pewne tautologie (aksjomaty), z ktdrych staraja si¢ wyprowadzic¢
resztg tautologii za pomoca minimalnej ilosci regut. Aksjomatyzacja logiki zdan zaproponowania przez
Jana Lukasiewicza np. wyr6znia trzy aksjomaty:

a—P- o)

(> B—-1)— (o= p)—=(a—7)

(~o—~B) > (B - &)
Pod zmienne o, B, Y mozna podstawiaé dowolne (i dowolnie ztozone) schematy zdaniowe na mocy
tzw. reguly podstawiania. Jedyna dodatkowa regula jest tzw. reguta odrywania, czyni modus ponens

(nizej omawiana jako reguta —Elim). Systemy aksjomatyczne sa niezwykle eleganckie i wazne z
logicznego punktu widzenia. W praktyce jednak sa bardzo trudne do stosowania.

Wiasnie dlatego powstaly systemy dedukcji naturalnej. Jeden z tworcow systemow dedukcji naturalne;j,
Stanistaw Jaskowski, rozpoczat swe badania w odpowiedzi na pytanie postawione przez swego
nauczyciela, Jana Lukasiewicza, ktory zwrocil uwage, ze systemy aksjomatyczne nie oddaja
rzeczywistej praktyki dowodzenia przez matematykow. Systemy dedukcji naturalnej nie wprowadzaja
zadnych aksjomatow, lecz jedynie reguly dowodzenia, ktore mozna wykorzysta¢ roéwniez do
dowodzenia tautologii. Pierwsze systemy dedukcji naturalnej zostaly niezaleznie odkryte przez
Stanistawa Jaskowskiego wlasnie oraz Gerharda Gentzena, ktorzy opublikowali swoje pierwsze prace
w tym zakresie w 1934 roku. Od tego czasu powstato bardzo wiele systemow dedukcji naturalne;.
Roznia si¢ one przyjmowanymi regutami, a takze metodami (w tym graficznymi) reprezentacji
dowodow.
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10.2. System dedukcji naturalnej SD (Bergman, Moore, Nelson, 1998)

Przedstawiany system dedukcji naturalnej SD pochodzi z podrecznika The Logic Book napisanego
przez Bergman, Moore i Nelson. Jest to jeden z systemow dedukcji naturalnej ,,w stylu Fitcha”, czyli
opierajacego si¢ na graficznej reprezentacji dowodow. Graficzna forma reprezentacji dowodow nie jest
jednak oryginalnym pomystem Fitcha. Byta to pierwsza metoda reprezentacji dowodow przyjeta przez
Jaskowskiego, ktory stosowat nie tyle pionowe kreski, co ramki, w ktore ujmowane byty derywacji i
subderywacje.

10.2.1. Dowod w systemie SD
Dowdd w systemie SD moze wyglada¢ np. jak na Rys. 1:

zatozenia
wiersze / pierwotne
dowodu /
wni os ki
posrednie
linia zatozen
linia derywagji F whniosek
[\ J\ ~ e ;V,_/
numeracja formuty uzasadnienia
wierszy
Rys. 1.

System SD stosuje graficzny zapis dowodzenia, ktory bardzo utatwia stosowanie tzw. konstrukcyjnych

regul inferencji, ktore poznamy pdzniej. Na razie zapis graficzny sprowadza sig¢ do dwoch elementow:
linii dowodu (linia dowodowa, linia derywacyjna), ktora jest pionowa kreska zaznaczajaca tok
rozumowania skladajacy si¢ na dany dowdd — wazne jest to, aby zaréwno przestanki
(zatozenia pierwotne, wiersze 1-4 na Rys. 1)), jak i wniosek (ostatni wiersz dowodu, wiersz 9
na Rys. 1) znajdowaly si¢ przy tej samej linii dowodu;
linii zafozen, ktora jest pozioma kreska odgradzajaca zalozenia od wnioskéw z nich
wyciaganych.

Zapis dowodu sktada si¢ z ciggu nastepujacych po sobie, kolejno numerowanych wierszy. W kazdym

wierszu wystepuja trzy elementy: kolejny numer, formuta wyprowadzana wyprowadzane w danym

kroku, oraz uzasadnienie tejze.

Dowodem w systemie SD jest skonczony ciag formut (logiki zdan), w ktorym kazda formuta
jest albo zatozeniem (pierwotnym lub dodatkowym) albo jest uzasadniona przez jedna z regut
systemu SD.

Formute oo mozna udowodnié¢ w systemie SD w oparciu o zatozenia By, By, ..., B, zawsze i
tylko wtedy, gdy w systemie SD istnieje dowdd o zatozeniach pierwotnych By, By, ..., Pr, a O
wystepuje w zasiggu tych zatozen (tj. przy gtéwnej linii dowodowe;j).

O innych niz gléwna liniach dowodowych mowié¢ bedziemy w Temacie 11. Na razie do czynienia
mamy tylko z gtéwnymi liniami dowodowymi.
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10.2.2. Pierwotne reguly inferencyjne systemu SD

W systemie SD wystgpuje jedenascie regul inferencji — po dwie reguly dla kazdego spdjnika
logicznego (reguly wprowadzania i eliminacji) oraz reguta powtarzania R:

*Reguly dla koniunkcji: eWpr, eElim
*Reguty dla implikacji: —Wpr, -»Elim
*Reguly dla rownowaznosci:  =Wpr, =Elim
*Reguly dla alternatywy: vWopr, VElim
*Reguty dla negacji: ~Wpr, ~Elim
*Regula reiteracji: R

10.3. Reguta ¢Elim (Regufa opuszczania koniunkcji, Symplifikacja)

Jezeli we wezesniejszym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) koniunkcja p e 7,
to wolno do dowodu dotaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystepuje jeden z cztonow
tej koniunkcji.

I. |per i. |per
> | p oFElim i > | r oElim i

Intuicje

Reguta o Elim jest jedng z najbardziej intuicyjnych regul. O jej intuicyjnosci mozna si¢ przekonac
przygladajac si¢ np. jej zastosowaniu w jezyku naturalnym. Ocencie, czy ponizsze rozumowania sg
prawidlowe:

Alicja jest pigkna, ale i wredna.
Alicja jest wredna.

Zarowno teoria Freuda jak i teoria Junga jest falszywa.
Teoria Freuda jest fatszywa.

Oczywiscie oba rozumowania sg logicznie prawidlowe. To nie znaczy — przypominam — ze wniosek
jest prawdziwy, lecz tylko, ze wniosek nie moze by¢ falszywy, jezeli przestanki sa prawdziwe. Oba sa
tez przyktadami zastosowania reguly e Elim. Zwrdécie uwagg, ze pierwsze rozumowanie — o Alicji —
jest przyktadem zastosowania drugiej wersji @ Elim (tej z prawej strony ramki), a drugie rozumowanie —
o Freudzie — jest przyktadem zastosowania pierwszej wersji reguty eElim.

Mozna w prosty sposéb wykaza¢ prawidtowo$¢ rozumowania opartego na regule e Elim
odwotujac si¢ do naszej wiedzy na temat wartosci logicznych koniunkcji. Jezeli wiemy, ze koniunkcja
jest prawdziwa, to wiemy rowniez, ze dowolny jej czlon jest prawdziwy.
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Stosowanie reguty eElim

Regule¢ ¢ Elim mozna zastosowa¢ do koniunkcji zawsze i tylko na dwa sposoby — mozna wyprowadzi¢
albo jej pierwszy czton, albo jej drugi czton, np:

.| Ae (Be O) Zat.
2. | A oElim 1
3.|]BeC oElim 1
Nie wolno natomiast wyprowadzi¢,,podcztonow”, tj. cztonéw cztonow:
1.|Ae(Be Q) Zat. I.IA— Be O Zat.
2——B oEhmt 21 A B eEliml
3—€ ot 3 A C oElim |

eElim pozwala nam na wyprowadzenie cztonu danej koniunkcji, ale A o (B o C) ma tylko dwa cztony:
A oraz (B e C) — ani B ani C nie sa zatem cztonami koniunkcji A e (B e C). Oczywiscie zdania B i C
sa cztonami drugiego czlonu tej koniunkcji. Zdania te mozemy zatem wyprowadzi¢ lecz tylko przez
podwdjne zastosowanie ¢ Elim:

l.|Ae(Be(C) Zal Nalezy zwroci¢ uwagg, ze kroki 3 i 4 sa wynikiem zastosowania reguty
2. | BeC eElim1  eElim do wiersza 2, a nie do wiersza 1.

3.|B eElim 2

4.|C eElim 2

10.4. Reguta ¢Wpr (Reguta wprowadzania koniunkcji, Koniunkcja)

Jezeli w pewnym wczesniejszym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) zdanie p
oraz w innym wczesniejszym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie) zdanie 7, to
wolno do dowodu dotaczy¢ wiersz, gdzie (swobodnie) wystepuje ich koniunkcja

per.
i. |p
Jo | r

> |per eWprij

Intuicje

Reguta e Wpr jest rowniez niezwykle intuicyjna — jezeli wiemy, ze dwa zdania sg prawdziwe, to wiemy
réwniez, ze ich koniunkcja jest prawdziwa. O jej intuicyjnosci mozna si¢ przekonaé przygladajac sig
np. jej zastosowaniu w jezyku naturalnym:

Ala dostata kota.
Ala dostata psa.
Ala dostata psa i kota.

Jesli jutro bedzie padaé deszcz, to pdjde do kina.
Jesli jutro bedzie padac $nieg, to pdjde na sanki.
Jesli jutro bedzie padaé deszcz, to pojde do kina, a jesli bedzie padac $nieg, to pdjde na sanki.

Reguta e Wpr z pewnoscia zachowuje prawdziwos¢ przestanek: jezeli obie przestanki sa prawdziwe, to
ich koniunkcja musi by¢ prawdziwa.
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Stosowanie reguty eWpr

Regule e Wpr mozna zastosowac do kazdych dwoch swobodnie stojacych zdan — zawsze i tylko na dwa
sposoby:

Zat.

Zat.

eWpr 1,2
eWpr 2, 1 (lub: eWpr 1, 2)

Uwaga! Mozna — cho¢ nie jest to niezbgdne — stosowa¢ konwencjg rejestrowania kolejnosci dotaczania
cztondéw koniunkeji przez odpowiednie zapisanie w uzasadnieniu danego kroku numerdéw wierszy, na
ktérych znajduja si¢ te czlony. Wedlug tej konwencji wyrazenie ksztattu ‘e Wpr 2, 1’ znaczy tyle, co
‘Reguta e Wpr uzasadnia dofaczenie koniunkcji, ktorej pierwszym cztonem jest zdanie z wiersza 2, a
drugim cztonem zdanie z wiersza 1°.

Nie wolno natomiast reguty e Wpr stosowa¢ do cztondow zdan:

1.|AeB Zat.
2. | C Zat.
Bt
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Cwiczenia na zastosowanie ¢Elim i eWpr

eElimWpr.l. Uzupeknij brakujace informacje:

(a) (b)

1.|C Pr. 1. | A Pr.

2.|D Pr. 2.|B Pr.

3./]CeD 3. Wprl,2

4. |DeC 4. oWpr 2, 1
(©) (d)

.| C Pr. 1. Pr.

2.|AeB Pr. 2. Pr.

3. Wprl,2 3.] (A—>B)e (C—D) eWprl,2

4. eWpr2, 1 4. oWpr2, 1
(e) &)

1. | ~A Pr. 1. Pr.

2. | ~~B Pr 2. Pr.

3. Wprl,2 3. ] (CvA)e~D eWprl,2

4. oWpr2, 1 4, oeWpr 2, 1
(8 (h)

L. (A-»B)vC Pr. .| (AeB)eC Pr.

2.1 D Pr. 2./ AeB Pr.

3. oWprl,?2 3.1 C

4. oWpr2,1 4. | A
) 0)

.| ~AeC Pr. I.| (A=B)eC Pr.

2. | Be~D Pr. 2. | (C=D)e~A Pr.

3. oElim 1 3. oElim 1

4. oElim 1 4. oElim 1

5. oElim 2 5. oElim 2

6. oElim 2 6. oElim 2
(k) )

.| A—> B0 Pr. I.|(CeA)eB Pr.

2.|[(A>D)v(A—>C)eB Pr 2. | [B=A)v(D—>A)]eC Pr.

3./ B 3.|C
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10.5. Przyktady dowodow

Przyktad 3: Dowiedz, ze A (B  C) w oparciu o trzy przestanki: A,BiC

Zaczynamy od ,,przygotowania dowodu’: narysowania linii dowodowej, wpisania oraz ponumerowania
zatozen, podkreslenia ich linia zalozen, oraz uzasadnienia jako zalozen. Na boku wpisujemy zdanie,
ktére mamy wyprowadzi¢, aby zdanie to mie¢ caly czas ,na oku”. Sprdébujcie samodzielnie
skonstruowac ten dowod w miejscu podanym nizej, a nastgpnie zweryfikujcie, czy dobrze wykonaliscie
zadanie.

1. | A Zat. Dowiedz: A e (Be C)
2. | B Zat.
3.1 C Zat

W wigkszosci dowodow musimy zastosowac myslenie strategiczne.

Jedna z najwazniejszych strategii dowodzenia jest strategia analizy docelowe:

(a) musimy si¢ zastanowi¢, jaka reguta inferencji pozwolitaby nam na wyprowadzenie zdania
docelowego,

(b) musimy si¢ zastanowic, jakie zdania bylyby potrzebne do zastosowania tej reguly,

(c) musimy stwierdzi¢, czy te zdania sa nam dostgpne: jesli tak, to przechodzimy do dowodu; jesli
nie, to musimy si¢ zastanowi¢ jak je uzyskac.

PrzeprowadZmy zatem taka analize docelowa.

(a) Naszym celem jest wyprowadzi¢ zdanie A e (B e C), a wigc musimy wyprowadzi¢ pewna
koniunkcje. Regula, ktora pozwala na wyprowadzenie koniunkcji jest e Wpr.

(b) Aby uzasadni¢ wyprowadzenie koniunkcji A o (B e C) za pomoca ® Wpr, musimy mie¢ oba jej
cztony, czyli zdania A oraz B e C.

(c) Jeden z jej cztonéw (mianowicie zdanie A) wystgpuje swobodnie w wierszu 1, drugiego cztonu
(zdania (B e C)) nie mamy, wigc musimy si¢ zastanowic:

Jak uzyskac¢ zdanie B e C? I ponownie:

(a) Zdanie B o C jest koniunkcja, wigc najprawdopodobniej mozemy ja uzyskaé stosujac regule
oWpr.
(b-c) Potrzebne sa oba cztony koniunkcji, tj. zdanie B (ktére mamy w wierszu 2) oraz zdanie C (ktore
mamy w wierszu 3).

Mozemy zatem przystapi¢ do dowodu — zaczynajac od konca (zakreslone zostaja te zdania, ktore sa
uzywane do wyprowadzenia wniosku w danym kroku):

.| A Zat. Dowiedz: A e (Be C)
2.(B Zat.

3. C Zat

4. |BeC Wpr2,3

A nastgpnie:

L. @ Zat. DowiedzZ: A e (Be C)
2. Zat.

3.1 C Zat

4(Be eWpr23

5..]Ae(Be(C) eWprl4chb.do.

Wyrazenie ‘c.b.d.o.’ jest skrotem od ‘co byto do okazania’.
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Przykiad 4: Dowiedz, ze (A e B) ¢ C w oparciu o jedng przestanke: A e (B ¢ C)
Zaczynamy od przygotowania dowodu. Sprobuj przeprowadzi¢ go samodzielnie

l.|Ae(Be() Zat. Dowiedz: (A e B)e C

Naszym celem jest wyprowadzi¢ koniunkcj¢ (A e B) e C. Aby uzasadni¢ dolaczenie koniunkcji
(A o B) e C za pomocg reguly ® Wpr, musimy mie¢ oba jej czlony tej koniunkeji, tj. A B oraz C.
Zaden z tych cztondéw nie wystepuje jednak samodzielnie w naszym dowodzie.

Przyjrzyjmy si¢ temu, co mamy. Mamy do jedna przestanke, ktora jest koniunkcja, wige
powinnis$my zastosowac regule eElim, aby wydoby¢ zawarte w niej informacje.

-

. 53 Porada babuni o regule eElim:

-y
i

Jesli dana jest koniunkcja, a musisz skorzysta¢ z informacji
W niej zawartej — stosuj eElim!

P P
=

W dowodzeniu warto korzysta¢ z regut heurystycznych, ktére okre§la¢ bedziemy mianem ,,porad
babuni”. Nalezy je stosowaé z umiarem i rozwaga, ale w momentach, w ktorych tracimy nadziejg na to,
ze bedziemy w stanie dowod przeprowadzi¢, warto o nich pamigtac. W naszym przypadku, nie mamy
nic do stracenia, gdyz koniunkcja w wierszu 1 jest jedynym naszym zatozeniem — musimy zastosowac
regute eElim i zobaczymy, co bedzie dalej.

1.{A e (B e C) DZak. Dowiedz: (A B) e C
2. | A oElim 1
3.|BeC oElim 1

Naszymi celami posrednimi jest otrzymanie A e B oraz C. Juz teraz widzimy, ze dotychczasowe kroki
nie wystarcza. C mozemy uzyskaé z wiersza 3 przez zastosowanie reguly eElim raz jeszcze:

Zat. Dowiedz: (A eB)e C
oElim 1
oElim 1
oElim 3

Natomiast, aby uzyska¢ A e B, bedziemy musieli uzy¢ reguty @ Wpr, a do tego potrzebujemy obu
swobodnie stojacych cztondéw tej koniunkcji, tj. A oraz B. Zdanie A wystgpuje juz swobodnie w
wierszu 2. Natomiast zdanie B mozemy wyprowadzi¢ z wiersza 3:

Zat. Dowiedz: (A eB)e C
oElim 1
oElim 1
oElim 3
oElim 3

W ten sposob koniunkcja z wiersza 1 zostata roztozona na zdania atomowe, ktéore mozemy ztozy¢, tak
aby uzyskac¢ koniunkcj¢ docelowa. Zaczynamy od dolaczenia pierwszego cztonu koniunkcji docelowej
A e B:
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l.|Ae(Be(C) Zal Dowiedz: (A eB) e C
2. oElim 1

3./]BeC oElim 1

4.1 C oElim 3

5. *Elim 3

6. | AeB oWpr 2,5

A nastgpnie wyprowadzamy juz wniosek ostateczny — mamy obydwa jego cziony: zdanie A ¢ B
wystepuje swobodnie w wierszu 6, a zdanie C wystepuje swobodnie w wierszu 4:

l.|Ae(Be() Zal Dowiedz: (A e B)e C
2. | A oElim 1

3. BeC oElim 1

4. oElim 3

3. oElim 3

6. eWpr2,5

7.| (AeB)eC eWpr. 6,4 c.b.d.o

Przyktad 5: Dowiedz, ze G » [(A — B) — A] w oparciu o dwie przestanki:
[(A— B)—> Aloraz G eH

Glownym celem biezacego przykladu jest przekonanie Was, ze nie wolno si¢ da¢ zastraszyc
symbolom.

I.I(A—->B)—A Zal. Dowiedz: Ge [(A — B) > A]
2.1l GeH Zat

Zaczynamy, jak zwykle od analizy docelowej. Naszym celem jest wyprowadzenie koniunkcji
[(A — B) = A] ¢ G, ktéra moglibysmy uzyskac przez zastosowanie reguty ¢ Wpr. Potrzebne do tego
bylyby oba jej cztony, tj. G oraz (A — B) — A. Zdanie G mozemy go tatwo wyprowadzi¢ z wiersza 2.
Natomiast zdanie (A — B) — A wystepuje juz swobodnie w wierszu 1! Uzupelnijcie brakujace kroki
w powyzszym dowodzie.

Czy wiesz, Ze . . .

Wedlug teorii filozoficznych wywodzacych si¢ od amerykanskiego filozofa Wilfrida Selllarsa (1912-
1989) umiejetno$¢é opanowania zwiazkow logicznych, w jakie wchodza nasze mysli jest warunkiem
koniecznym myslenia.

Mozemy sobie wyobrazi¢ papuge, ktora wypowiada zdanie ,,Jabtko jest czerwone” zawsze i
tylko wtedy, gdy pokazujemy jej czerwone jabtko. Otdéz w ujeciu Sellarsa nie mozemy papudze
przypisa¢ przekonania, ze jabtko jest czerwone dopdki nie bedzie ona w stanie wlasciwie rozpoznac
zwiazkow logicznych, w jakie to przekonanie wchodzi. Papuga taka musiataby umie¢ wyciagna¢ m.in.
whnioski, ze pewne owoce sa czerwone, ze jablka maja kolor itd.

Ujecie Sellarsa pokazuje tez, ze umiej¢tno$¢ wyprowadzania wnioskow jest kluczowa dla
rozwoju sztucznej inteligencji. Rozwoj systemoéw dowodzenia, a takze rozmaitych logik blizej
odzwierciedlajacych nasze formy wnioskowania, jest jednym z wazniejszych zagadnien badawczych w
tej dziedzinie.
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Cwiczenia z dowodzenia (Elim i ¢Wpr)

o ElimWpr.Il. W nastgpujacych dowodach brakuje doktadnie jednego kroku, aby dowies¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Nalezy uzupetni¢ brakujacy krok, uzasadni¢ go, oraz uzasadnic¢

krok ostatni:
(a)

1.|Ce A Pr.

2. | B Pr.

3.

4. I
(c)

1.|CvD Pr.

2.|B Pr.

3.

4. I
(e)

1. | C Pr.

2.|AeB Pr.

3.

4. I

(b)
1.| C Pr.
2.|B Pr.
3.
4.
(d)
1.
2.
3.
4.

)

Eol o

¢ ElimWpr.III. W nastgpujacych dowodach brakuje doktadnie dwoch krokow, aby dowies¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Nalezy uzupetni¢ brakujacy krok, uzasadni¢ go, oraz uzasadni¢

krok ostatni:

@

AR

(©)

M S

(e)
(AeB)e (CeD) Pr.
~G Pr.

M S

(b)
(AeB)eC Pr.

nk Wb =

(d)

AR

®

AR I B
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eElimWpr.IV. Skonstruuj nastgpujace dowody:

(a) Dowiedz, ze: (A e C)e [Co (Ceo A)]

A
2.1C

(c) Dowiedz, ze: [Ce (Do (Be A))]eC

1.| AeB
2./ CeD

Zat.
Zat.

Zat.
Zat.

(b) Dowiedz, ze: (B ® C) o (A =D)

(AeB)e ~C
(CeD)e (A=D)

Zat

Zal.

(d) Dowiedz, ze: [Co (Ao C)] e [(Ce A)e (]

1.

Ce A

Zat
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10.6.Reguta —Elim (Reguta opuszczania implikacji, modus ponendo
ponens, reguta odrywania)

Jezeli w pewnym wczesniejszym wierszu dowodu wystepuje (swobodnie)
implikacja p —r oraz w innym wczeSniejszym wierszu dowodu wystepuje
(swobodnie) jej poprzednik p, to wolno do dowodu dotaczy¢ wiersz, gdzie
(swobodnie) wystepuje jej nastepnik 7.

I. |p>r
Jo|p
> | r —Elim i, j

Intuicje

Reguta —Elim jest chyba najstawniejsza z regut inferencji. Jako jedyna zreszta jest stosowana rowniez
w systemach aksjomatycznych, ktore wprowadzaja minimalng ilos¢ regut wnioskowania. Reguta ta
niewatpliwie zachowuje prawdziwo$¢ przestanek — jezeli implikacja o prawdziwym poprzedniku sama
jest prawdziwa, to jej nastgpnik musi by¢ prawdziwy.

O intuicyjnosci reguly —Elim nie trzeba nikogo przekonywa¢. Wpiszcie wnioski w
nastgpujacych rozumowaniach, a przekonacie si¢ sami:

Jesli wreszcie zdam maturg, to Zuzia przestanie si¢ mnie wstydzié.
No i... zdalem mature!

Jezeli sig rozpada, to Ala nie pdjdzie ani na spacer z psem ani do kina.
Niestety rozpadato sig.

Stosowanie reguty —Elim

Regute —Elim stosowaé mozna tylko w jeden sposob:

1. | ~A — (Be O) Zat.
2. | ~A Zat.
3.|BecC —Elim 1,2

Nie wolno regulty —Elim stosowa¢ do cztondéw zdan:

I.IA—>B Zat. .| (A—->B)=D Zat.
2.|AvB Zat. 2. 1A Zat.
3—+5B —EHm 2 318 =Ehmr;2

Cwiczenia na zastosowanie —Elim

Czy znajdziecie btad w nastgpujacym dowodzie? Skreslcie nieprawidlowy krok — odpowiedz
znajdziecie w Rozwiqzaniach.

1. ] A—>B Zat.
2.1 A —Elim 1
3.|B —Elim 1,2
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—Elim.I. Uzupetnij brakujace informacje:

(@)

C—->D
C

A — (D e B)
A

(A — B)— (C > D)

C—>D

~A — ~C
~A—>D

A
[A—>(A—>B)]—>B

B

~D —~C
A=C

A—B
B—>C

Zat.
Zat.
—Elim 1,2

Zal.
Zal.

—Elim 1,2

Zat.
Zat.

—Elim 1,2

Zat.
Zat.
—Elim 1,2

Zat
Zal.
—Elim 1,2

Zat
Zat.
Zat.
—Elim 1, 3

Zat
Zat.
Zat.
—Elim 1, 3

Zat
Zat.
Zat.
—Elim 1, 3

Zat
Zat.
Zat.
—Elim 1, 3

(h)

0

(m)

()

~A — D

(CvA)—B

B

woN

W N =

~D
(~D—>A)eC
~D—> A

Eal i

A—B
AvC

bl el

~(D A)
~-D—>A)—>C

2w —Z2

~C

~B v C)
A—>B

Eal i

Zat.
Zat.
—Elim 1, 2

Zat.
Zat.

—Elim 1, 2

Zat.
Zat.

—Elim 1, 2

Zat
Zat.
—Elim 1, 2

Zat
Zat.
—Flim 1,2

Zat.
Zat.
Zat.
—Elim 1,3

Zat
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.
—Elim 1,3

Zat
Zat.
Zat.
—Elim 1, 3
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(s) (®

1. | ~A = ~C Zat 1. | ~A > ~C Zat
2. Zal. 2. Zal.
3.1 A Zal. 3. | (Av~D)—>(~De~B)  Zal
4 |D>(A>C0Q) —Elim 2,3 4. | ~De~B —Elim 2,3

10.7. Reguly inferencji stosuja sie tylko do swobodnie stojacych zdan

PodkreslaliSmy juz niejednokrotnie, ze reguly inferencji stosuja si¢ tylko do swobodnie wystepujacych
zdan. Warto jednak t¢ zasad¢ uzasadni¢. Rozwazmy nastgpujaca bigdna probg zastosowania reguly
—Elim:

I.lA—B Zat.
2.|AvC Zat.
3 +B —Fhm 12

Zwr6émy uwagg, ze co prawda poprzednik implikacji A — B, tj. zdanie A, wystgpuje w przestance 2,
ale nie wystepuje w niej swobodnie!

Aby si¢ przekona¢ o blednosci takiego rozumowania przyjmijmy, ze state A, B, i C zastgpuja
nastgpujace zdania:

A := JesteScie mi winni 1,5 mln zt
C := Powinniscie mi da¢ przynajmniej 1,5 min zt
B = Korzystacie z Samouczka

Rozpisujac otrzymujemy nastgpujace — ewidentnie btedne (a szkoda...) — rozumowanie:
Jezeli jestescie mi winni 1,5 mln zl, to powinniscie mi da¢ przynajmniej 1,5 mlr 1

Albo jestescie mi winni 1,5 min zt albo korzystacie z Samouczka.
Powinniscie mi da¢ przynajmniej 1,5 mln zt. 0

Przestanka pierwsza jest prawdziwa — gdybyscie byli mi winni 1,5 mln zl, to stuszne byloby
oczekiwanie, zebyscie swoj diug sptacili. Druga przestanka jest rowniez prawdziwa — przeciez zdanie
,»Albo jestescie mi winni 1,5 min zt albo korzystacie z Samouczka” jest prawdziwe, gdyz prawdziwy
jest jego drugi czton — a przeciez dla prawdziwoS$ci alternatywy wystarcza prawdziwo$¢ jednego jej
cztonu. Z Tematu 1 powinniscie pamigtac, ze w sytuacji gdy wszystkie przestanki sa prawdziwe a
rozumowanie prawidlowe, wniosek musi by¢ prawdziwy. Wniosek jest jednak falszywy, a to znaczy,
ze wnioskowanie nie jest prawidtowe, gdyz z prawdziwych przestanek prowadzi do falszywego
whniosku.

Jest to wigc przyktad wnioskowania, gdzie wyraznie wida¢, iz pogwalcenie zasady o
zastosowaniu regut inferencji wytacznie do zdan swobodnie stojacych prowadzitoby do tego, iz mozna
byloby dowies¢ ,,prawidlowosci” btednych wnioskowan. To wystarcza, aby chcie¢ stosowaé reguty
inferencji tylko do zdan swobodnie stojacych.

Reguly inferencji stosuja si¢ tylko do swobodnie stojacych zdan (nie do komponentow tych zdan)

Katarzyna Paprzycka, Samonczek logiki zdaii (wersja 2007): Temat 10. Dowodzenie I 10-17




Cwiczenia m.in. na rozpoznawanie swobodnie stojacych zdan

Uwaznie przyjrzyj si¢ nastgpujacym zastosowaniom wprowadzonych regut inferencji. Uzasadnij kroki
prawidlowe, skresl nieprawidlowe.

(a) (b)
.| (CvA)—>D Zat. I.|Cv(A—D) Zat.
2./|CVvA Zat. 2. | A Zat.
3.|D 3.|D

(¢ (d)
I.|C—D Pr. I.|lA—>D Pr.
2.|Ce A Pr. 2.]A—>B Pr.
3./ D 3.|B

(e) ()
1. | ~C Pr. I.IB—>C)eD Pr.
2.|~C—D Pr. 2.1 B Pr.
3./ D 3.|C

(8 (h)
.| B=>C Pr. I.|lA—>D Pr.
2.|Ae(Be() Pr. 2.|A>B Pr.
3. A 3.|B
4. | C 4. |BeD

O] 0)
I.| (AeB)eC Pr. 1. A—>B Pr.
2./]C—D Pr. 2./ Ce A Pr.
3. A 3. A
4. | B 4. | B

(k) )
I.IA—>D Pr. I.|(AeC)eC Pr.
2. | A 2.1 C

(m) (n)
I.|(AeB)vC Pr. 1. | ~CeB Pr.
2./]C—D Pr. 2.|~C—=D Pr.
3. A 3. | ~C
4. |BvC 4. | B

(0) (p)
1. | ~(A e B) Pr. 1. | ~~C e ~~A Pr.
2.|~A—>(DeC) Pr. 2.|C—>(DvB) Pr.
3. | ~A 3. | ~C
4. |DeC 4.|DVvB

(@ ()
l.| (AeB)v[D—(A—C)] Pr .| (AeB)v[D—>(A—C)] Pr
2. | D Pr. 2. | (AeB)vD Pr.
3.]A—>C 3. ] A>C
4. | A 4. | C
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10.8. Dalsze przyktady dowodow

Kazdy z nastgpujacych dowodow sprobujcie skonstruowac samodzielnie. W razie watpliwosci mozecie
podejrze¢ komentarze i dalej probowaé¢ samodzielnie. Tym razem poszczegolne kroki bedziecie musieli
i tak samodzielnie wpisac, cho¢ w komentarzach z tatwoscia je odnajdziecie.

Przyktad 6.
.| A>B Zat. Dowiedz: Be C
2. | AeC Zat.

Z danych przestanek nie uzyskamy B e C inaczej niz przez zastosowanie reguty @ Wpr. Potrzebujemy
obu cztonow tej koniunkcji, tj. B oraz C, ale zaden z nich nie wystgpuje w dowodzie swobodnie, cho¢
zdanie C jeste§my w stanie wyprowadzi¢ z wiersza 2 stosujac regule eElim.

3. ‘ C oElim 2

Kluczowa sprawa jest pytanie jak uzyska¢ pierwszy czton wniosku, czyli zdanie B? Jedynym
miejscem, gdzie wystgpuje zdanie B jest przestanka 1, ktora jest implikacja. Zdanie B jest
nastgpnikiem tej implikacji, a poniewaz znamy regule, pozwalajaca wilasnie na wyprowadzenie
nastgpnika, tj. regute —Elim, wigc wlasnie t¢ regul¢ zastosujemy. Aby jednak zastosowal regule
—Elim, potrzebny jest nam réwniez poprzednik implikacji z wiersza 1, tj. zdanie A. Mamy co prawda
zdanie A w przestance 2, lecz nie wystgpuje ono tam swobodnie! Mozemy jednak sprawié, aby zdanie
A wystepowato swobodnie w kolejnym wierszu, wyprowadzajac je z wiersza 2 za pomoca reguty
oElim:

4.1 A oElim 2

Teraz mamy swobodnie stojaca implikacje A — B (w wierszu 1) oraz swobodnie stojacy jej
poprzednik A (w wierszu 4), wigc mozemy zastosowac regute —Elim:

5.|B —Elim 1, 4

Kolejny krok to juz tylko zlozenie swobodnie wystgpujacego w wierszu 5 zdania B oraz swobodnie
wystepujacego w wierszu 3 zdania C za pomoca reguly e Wpr, aby uzyskac¢ wniosek:

6. | BeC Wpr5,3 c.b.d.o.
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Przyktad 7.

I.lA—B Zat. Dowiedz: C
2./(B—=C)e A Zat.

Zdanie C wystgpuje jako nastepnik implikacji bedacej cztonem koniunkcji w przestance 2. Poniewaz
wiemy, ze reguly inferencji stosuja si¢ tylko do swobodnie stojacych zdan, a nie do ich komponentow,
wigc aby w ogoble zaczaé mysle¢ o tym, jak wydoby¢ C musimy zrobic¢ to, co glosi Porada Babuni o
regule oElim — wyprowadzi¢ informacj¢ zawarta w koniunkcji z wiersza 2:

3. B=>C oElim 2
4.1 A oElim 2

Teraz mozemy przystapi¢ do analizy docelowej. Poniewaz zdanie C jest nastgpnikiem implikacji
B — C wystepujacej swobodnie w wierszu 3, bedziemy je mogli wyprowadzi¢ stosujac regute —Elim
pod warunkiem, ze bedziemy mieli swobodnie stojacy poprzednik tej implikacji, tj. zdanie B, ktorego
jednak nie mamy.

Jak zatem wyprowadzi¢ zdanie B? Zdanie B wystgpuje np. w wierszu 3. Jest ono poprzednikiem
implikacji w tym wierszu si¢ znajdujacej, ale poniewaz nie istnieje reguta pozwalajaca wyprowadzié
poprzednik implikacji, wigc nie mozemy wyprowadzi¢ zdania B z wiersza 3. Zdanie B jest réwniez
nastgpnikiem implikacji A — B wystepujacej swobodnie w wierszu 1, wigc moglibysmy uzyskac
zdanie B stosujac regule —Elim, jesli mielibySmy swobodnie stojacy poprzednik tej implikacji, tj.
zdanie A, ktory istotnie wystgpuje swobodnie w wierszu 4. Zatem:

5. ‘ B —Elim 1, 4

Poniewaz mamy juz swobodnie wystepujace w wierszu 5 zdanie B oraz swobodnie wyst¢pujaca w
wierszu 3 implikacj¢ B — C, wigc mozemy zastosowac regut¢ —Elim raz jeszcze uzyskujac wniosek:

6. ‘ C —Elim 3, 5 c.b.d.o.
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Przyktad 8.

.| AeD Zat. Dowiedz: C
2.](B>Ce(A—>B) Zat

Zdanie C wystepuje jako gleboki komponent koniunkcji w wierszu 2 — zdanie to jest nastgpnikiem
implikacji bedacej cztonem tej koniunkcji. Musimy wigc najpierw zastosowaé regule  Elim, aby moc
w ogole mysle¢ o stosowaniu dalszych regut:

3. B=>C oElim 2
4 |A>B oElim 2

Zdanie C jest nastgpnikiem implikacji wystgpujacej swobodnie w wierszu 3 — bedziemy mogli je
wyprowadzi¢, jezeli wyprowadzimy zdanie B. Zdanie B jest nastgpnikiem implikacji wystepujacej
swobodnie w wierszu 4 — bedziemy mogli je wyprowadzi¢, jezeli wyprowadzimy zdanie A. Zdanie A
jest cztonem koniunkcji w wierszu 1, wigc mozemy je tatwo wyprowadzi¢ za pomoca reguty eElim:

5. ‘ A oElim 1

Teraz pozostaje juz tylko dalsze wykonanie obmy$lanej strategii:

6. | B —Elim 4, 5

7.1 C —Elim 3, 6
“1; Porada babuni o zapisie strategii:
,'I-k"'lz W trakcie dokonywania analizy docelowej warto na osobnej
e kartce papieru — albo z boczku — zapisa¢ sobie kolejne etapy,

ktore sa potrzebne do uzyskania wniosku. W miarg jak
dochodzicie do podcelow nalezy je wykresla¢, az dotrzecie do
celu. W skomplikowanych dowodach mozna si¢ pogubi¢ w
tym, dlaczego co$ si¢ planowato zrobic.
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Cwiczenia z dowodzenia (—Elim)

—Elim.II. W nast¢pujacych dowodach brakuje doktadnie jednego kroku, aby dowie$¢ wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Nalezy uzupetni¢ brakujacy krok, uzasadni¢ go, oraz uzasadnic¢

krok ostatni:

(a)
I.I(B—>A)eC Zal.
2.|B Zat.
3.
4,

(8
l.| (AeB)—C Zat
2.1 A Zat.
3./ B
4
5

(1)
.| (CeA)—D Zat.

De(Ce A)

(k)

I.|A—>[(B—C)—D] Zat
2. A Zal.
3.]B—>C

4

5

M

B~

VoW~

AW N =T b wo =2 ke wo =D

w»hwh =

(C>B)e A Zat.
C Zat.

A—(BvD) Zat.
BvD)—C Zal.
A

(DvA)—>~C Zat
(~-DeA)—>(DVA) Zat.

~De A

(A->B)—>C Zat
(A—>B)eD

(A—>B)—>(A—>0C) Zal.
A—B Zat.
A
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—Elim.III. W nastgpujacych dowodach brakuje doktadnie dwoch krokow, aby dowiesé wniosku
znajdujacego si¢ w ostatnim wierszu. Nalezy uzupetni¢ brakujacy krok, uzasadni¢ go, oraz uzasadnic¢

krok ostatni:

(a)
I.|(A—>B)eC Zal.
2.1 Ce A Zal.
3.
4,
5.

C—oA Zat.
(A>C)eC Zat.

©
1
2.
3. ] A—>B
4
5
6

(8)
Ll|AS[ASA—SO) Zat.
2. | A Zal.
3.
4.
5.

(1
LI K>L)—K->M) Zat.
2.|K—=L Zat.
3. | K Zat.
4.
5.
6.

woA W =2

R

QL EL =D

vk W =2

AR S o e

A—B Zat.
Ce(AeD Zat.

(~A e ~B)— (~B—C) Zat.
~B Zat.
~A

(AeB)— (CeD) Zat
(AeB)eG

K—=[(L—>M)—>N] Zat
K Zat.
L>M Zat.
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oElimWpr.IV. Skonstruuj nastgpujace dowody:

(a) Dowiedz, ze: C

I.IA->B—-0
2.|]A—>B
3.1 A

(c) Dowiedz, ze: C

I. B>B—0
2.]A—>(BeD)
3. | A

(e) Dowiedz, ze: B e D

.|A—>B
2./]C—>D
3.|] Ae(C

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.

(b) Dowiedz, ze: A

1.
2.
3.

~C—>B)—>B—>A)
~C
~C—>B

(d) Dowiedz, ze: A e C

1.
2.

(A—B)e (B—C)
A

(f) Dowiedz, ze: ~D

1.
2.
3.

(AeC)— (BvC)
(BvC)—~D
(AeB)eC

Zat.
Zat.
Zat.

Zat.
Zat.

Zat.
Zat.
Zat.
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(g) Dowiedz, ze: D

1.
2.

(BeA)—D Zat.
(AeC)eB Zat.

(1) Dowiedz, ze: A

1.
2.

B—[B—(B—A) Zal.
B Zat.

(k) Dowiedz, ze: (C e D) e (Av B)

1.

(AvB)—C Zat.
D—-(AvB) Zat.
D Zat.

(h) Dowiedz, ze: [(A — B) o (B — C)] » (A — B)

1.
2.

1.
2.

1.
2.
3.

A—B Zat
B—C Zal.
(j) Dowiedz, ze: D
BvC)—>(AeD) Zat
BvCeA Zal.
(1) Dowiedz, ze: B e C
A —(A—>B) Zal.
(A—=B)—=C Zat.
A Zat.
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(m) Dowiedz, ze: (A e B)e C

l. |[(AvB)>C
. |A—>(A—>B)
3. |[(AvB)eA

Zat.
Zal.
Zal.

(n) Dowiedz, ze: M o N

1.

(AeB)—> [(L>M)—N]
Ae(L—>M)
LeB

Zal

Zal.
Zal.
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