14. DOWODZENIE V
WYNIKANIE LOGICZNE, ROWNOWAZNOSC LOGICZNA,
DOWODZENIE TAUTOLOGII

Cele

O Pojecie wynikania logicznego i rownowaznos$ci logicznej w systemie SD.

O Umigjetno$¢ wykazywania zachodzenia relacji wynikania logicznego i rownowaznosci logicz-
nej za pomoca dowodow.

O Umigjetno$¢ dowodzenia tautologii.

14.1. Wynikanie logiczne

O wniosku wyprowadzanym z zatozen pierwotnych czesto méwiliSmy, ze wniosek ten wynika z tych
zatozen. Istotnie tak eksplikuje sie pojecie wynikania logicznego w systemie SD.

Zdanie Z, wynika logicznie (w systemie SD) ze zbioru zdan {Z,, Z,, ..., Zx} zawsze
i tylko wtedy, gdy istnieje w systemie SD dowod, ze Zyna podstawie zbioru zatozen
pierwotnych {Z, Z,, . . ., Z}.

Niech wyrazenie ‘I" = p’ znaczy tyle, co ‘istnieje w systemie SD dowod, ze p ha podstawie zbioru
zalozen pierwotnych I'”. Mamy wtedy:

Zdanie Z, wynika logicznie (w systemie SD) ze zbioru zdan {Z;, Z,, ..., Z} zawsze
i tylko wtedy, gdy {Z3, Z, . . ., Z} + Zo.

Warto zwrdci¢ uwage, ze metoda dowodzenia pozwala na ustalenie zwigzku wynikania
logicznego niejako ,,bezposrednio”. Pamigtamy bowiem, Ze zastosowanie metody matrycowej do wy-
kazania, ze dane zdanie wynika logicznie ze zbioru zdan, wigzalo si¢ z wykazaniem, ze relacja
wynikania logicznego zachodzi miedzy wtasciwymi schematami logicznymi tychze zdan. Stosujac me-
tode dowodzenia, nie musimy odwotywac sie do wlasciwych schematow logicznych zdan, aczkolwiek
relacja wynikania powinna by¢ uogélniona takze na schematy zdaniowe. (Jak pamigtamy, formutami
s zard6wno zdania, jak i schematy zdaniowe).

Formuta y wynika logicznie (w systemie SD) ze zbioru formut {@;, @, . . ., ¢k} zawsze
i tylko wtedy, gdy {®1, @2, - - ., O} — V.

Mozemy na tej podstawie zrozumie¢ tez, ze logiczna prawidtowo$¢ wnioskowania polega na tym, iz
wniosek wynika logicznie z przestanek:

Whnioskowanie jest logicznie prawidtowe (w systemie SD) zawsze i tylko wtedy, gdy
gdy istnieje w systemie SD dowod wniosku na podstawie zbioru przestanek.
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14.2. Zdania rbwnowazne logicznie

Dwa zdania sg rownowazne logicznie zawsze i tylko wtedy, gdy jedno logicznie wynika z drugiego.
Ogolnie:
Formuta v jest logicznie rOwnowazna (w systemie SD) formule ¢ zawsze i tylko wtedy,
gdy {¢} - v oraz gdy {y} - o.

Aby wykazaé, ze dwa zdania sg logicznie rOwnowazne, trzeba skonstruowa¢ dwa dowody — w jednym
dowodzie wyprowadzi¢ musimy jedno zdanie z drugiego, a w drugim — drugie zdanie z pierwszego.

Przypomnijmy sobie rownowazno$ci logiczne, ktore byliSmy w stanie wyczu¢ juz intuicyjnie,
a z ktorych korzystaliémy w rozdziatach 3 i 4 dotyczacych symbolizacji. Mamy teraz mozliwos¢ uza-
sadni¢ nasze intuicje, stosujac metode dowodzenia

14.2.1. Prawa de Morgana I: ani nie p, ani nier
Jak pamigtamy, uznali$my za logicznie rownowazne zdania:

(1) Nie jest prawdziwa ani teoria Watsona, ani teoria Skinnera.
(2) Nieprawda, ze albo teoria Watsona, albo teoria Skinnera jest prawdziwa.

Zdaniom tym odpowiadaja logicznie rownowazne formuty logiki zdan:

[1] ~We-S S: Teoria Skinnera jest prawdziwa.
[2] ~W Vv S) W: Teoria Watsona jest prawdziwa.

Mozemy teraz udowodnié, ze nasze intuicje nas nie zawodzilty, konstruujac: (a) dowdd, ze ~(W v S) na
podstawie zalozenia, ze ~W e ~S oraz (b) dowod, ze ~W e ~S na podstawie zalozenia, ze ~(W v S).
Pierwszy z tych dowodow jest prostszy. (Oba dowody podane sg w Rozwigzaniach, S. 393).

Przyktad 1. Dowad (a) Wskazowki: W subderywacji nalezy wyprowa-
dzi¢ bezposrednig sprzecznos¢, moze to by¢ albo
1|~ ~ Zal. . ’ s

We-S 2 para zdan ~W i W, albo para zdan ~S i S. Spro-
2. Wv S Zal. (~Wpr) bujmy wyprowadzi¢ sprzeczno$¢ S i ~S. Drugi
element, ~S, jest latwo dostepny. Skad wzia¢ S?
Oczywiscie z drugiej przestanki. Aby wyprowa-
dzi¢ S, trzeba najpierw otrzymac negacje pierw-
~(W v S) szego cz1opu alternatyvyy znajdujqcej si¢ w wier-
szu 2, czyli trzeba najpierw otrzymacé zdanie ~W.

W prosty sposob otrzymamy je z wiersza 1.

Przyktad 2. Dowéd (b) Wskazowki: Wniosek jest koniunkcjg i mozemy

1L | ~wvs) Zal. W t.ym wypadku .zastosowaé narzucaja;_cq si_@ stra-

tegie zastosowania reguty eWpr. Musimy jednak

uzyskac oba cztony ~W oraz ~S. Obydwa te czto-
ny uzyskamy, stosujac regute ~Wpr.

~W e ~S

Dowody te stanowig uzasadnienie naszych intuicji dotyczacych zdan (1) i (2).
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14.2.2. Prawa de Morgana Il: nie zaréwno p i r

Jak pamigtamy, uznali$my za logicznie rownowazne zdania:

(3) Teoria Freuda i teoria Junga nie sg obie prawdziwe.
(4) Albo teoria Freuda, albo teoria Junga jest falszywa.

Zdaniom tym odpowiadaja logicznie rownowazne formuty logiki zdan:

[38] ~(FeJ)
[4] ~F v~

F: Teoria Freuda jest prawdziwa.
J: Teoria Junga jest prawdziwa.

Mozemy teraz udowodnié, ze nasze intuicje nas nie zawodzily, konstruujac: (a) dowod, ze ~(F o J) na
podstawie zatozenia, ze ~F v ~J oraz (b) dowod, ze ~F v ~J na podstawie zatozenia, ze ~(F o J).
Pierwszy z tych dowodow jest prostszy. (Oba dowody podane sg w Rozwigzaniach, s. 393).

Przyktad 3. Dowéd (a)

L|~Fv~) Zal.
2. Fel Zat. (~Wpr)
~(FeJ)
Przyktad 4. Dowéd (b)
1. | ~(Fe)) Zal.
2. ~(~F v ~J) Zat. (~Elim)
~F v~

Wskazéwki: W subderywacji nalezy wyprowa-
dzi¢ bezposrednia sprzecznos¢, moze to by¢ albo
para zdan ~F i F, albo para zdan ~J i J. Sprobujmy
wyprowadzi¢ sprzeczno$¢ J i ~J. Pierwszy ele-
ment, J, jest latwo dostgpny. Skad wzig¢ ~J?
Oczywiscie z pierwszej przestanki. Aby wypro-
wadzi¢ ~J, trzeba najpierw otrzymaé negacje
pierwszego cztonu alternatywy, czyli trzeba naj-
pierw otrzymac¢ zdanie ~~F. Jedynym sposobem
na otrzymanie ~~F jest skorzystanie z reguly
~Wopr. Trzeba wigc skonstruowaé jeszcze jedna
subderywacj¢ (wnuczke) i w niej juz tatwo da sie
znalez¢ bezposrednia sprzecznosc.

Wskazowki: W subderywacji nalezy wyprowa-
dzi¢ bezposrednig sprzeczno$é. Moze to by¢ albo
para zdan ~(F e J) i F e J, albo ~(~F v ~J) i ~F v ~J.
Gdyby to miata by¢ ta druga para, wowczas mu-
sieliby$smy wyprowadzi¢ najpierw ~F; jednak wy-
prowadzenie ~F (za pomoca reguty ~Wpr) nastre-
czaloby klopotow (zastanow sig jakich). Sprobuj-
my zatem dazy¢ do otrzymania pierwszej pary
zdan bezposrednio sprzecznych. ~(F e J) juz ma-
my. Musimy zdoby¢ F e J, stosujac regute eWpr.
Musimy zatem zdoby¢ swobodnie stojace zdanie
F oraz swobodnie stojace zdanie J. W obydwu
wypadkach pozostaje nam tylko ostatnia deska
ratunku w postaci reguty ~Elim. Gdy skonstruuje-
cie odpowiednie subderywacje, to para zdan bez-
posrednio sprzecznych bedzie juz w zasiegu
dwoch regut.

Dowody te stanowig uzasadnienie naszych intuicji dotyczacych zdan (3) i (4).
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14.2.3. p, chyba ze r

R zajac zdanie:
ozwazajac zdanie R: Rozwiode sic.

Rozwiodg sig, chyba ze si¢ zmienisz. Z: Zmienisz sig.

doszliSmy do wniosku, ze mozna je sparafrazowac na dwa logicznie rOwnowazne sposoby:

(5) Jezeli si¢ nie zmienisz, to si¢ rozwiode, czyli: ~Z — R
(6) Albo si¢ zmienisz, albo si¢ rozwiodg, czyli: Z v R

Mozemy teraz udowodnié, ze nasze intuicje nas nie zawodzily, konstruujac: (a) dowdd, ze ~Z — R na
podstawie zatozenia, ze Z v R oraz (b) dowdd, ze Z v R na podstawie zalozenia, ze ~Z — R. Pierwszy
z dowodow jest bardzo prosty i nie wymaga komentarza. Drugi dowdd jest trudniejszy, jezeli ma by¢
przeprowadzany tylko za pomoca regut pierwotnych. Staje si¢ prostszy, jezeli opiera si¢ na regule
podstawiania DeMorgana (DeM), ktora pozwala zdanie postaci ‘~(p v )’ zastapi¢ zdaniem postaci
‘~p  ~q’ zastosowanej w kroku 3 (regute DeM wprowadzimy w rozdziale 15):

Przyktad 5. Dowéd (a) Przyktad 6. Dowéd (b) (z regutg DeM)
1. |ZvR Zat. 1. |~Z->R Zat.
2. ~(ZVvR) Zat. (~Elim)
3. ~Ze~R DeM 2
~Z—>R ZvR

Rozwigzania (s. 393-394) zawierajg dowod (a) oraz dowod (b) w dwoch wersjach: z uzyciem reguty
DeM oraz z uzyciem wytacznie regut pierwotnych.

Ponownie obydwa dowody stanowia uzasadnienie dla naszych jezykowych intuicji.
Jednocze$nie mozliwo$¢ wykazania tych rownowaznosci pokazuje, ze w systemie dedukcji naturalnej
ujete sa glebokie prawidla rzadzace mysla, ktore zakodowane sa w naszym jezyku. Niesamowite jest
zardwno to, ze je intuicyjnie wyczuwamy, jak i to ze teraz jesteSmy w stanie lepiej zrozumie¢ zrodta
tych zaleznosci.
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14.2.4.r, tylko jesli p

Rozwazajac zdanie: B: Kupisz bilet.

Wygrasz na loterii, tylko jesli kupisz bilet. W: Wygrasz na loterii.
doszliSmy do wniosku, ze mozna je sparafrazowac na dwa logicznie rOwnowazne sposoby:

(7) Jezeli wygrasz na loterii, to [znaczy, ze] musiate$ kupié bilet; czyli: W — B
(8) Jezeli nie kupisz biletu, to nie wygrasz na loterii; czyli: ~B — ~W

Mozemy teraz udowodnié, ze nasze intuicje nas nie zawodzily, konstruujac: (a) dowod, ze ~B —» ~W
na podstawie zalozenia, ze W — B oraz (b) dowdd, ze W — B na podstawie zalozenia, ze ~B — ~W.
Obydwa dowody sa w miare proste — petne dowody znajdujg si¢ w Rozwigzaniach (S. 394).

Przyktad 7. Dowdd (a) Przyktad 8. Dowéd (b)
1. | W—>B Zat. 1. |~-B—>~W Zat.
~B > ~W W - B

Cwiczenie 14.A

Dowiedz, ze nastepujace pary zdan sg logicznie rownowazne. (Rozwigzania, s. 394-396).

@ A ~~A

) AeA A

() AVA A

d A->(B-C0) (AeB)—>C
e A-B ~AvB

® ~(A->B) Ae-~B

(@ -~(-AvB) Ae-B

(h) ~(~AeB) Av-~B
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14.3. Dowodzenie tautologii

Rozdziat 7 rozpoczgliSmy intuicyjnym rozréznieniem zdan przygodnie prawdziwych od zdan logicznie
prawdziwych, tzn. prawdziwych ze wzgledu na swa struktur¢ logiczna. WskazaliSmy wowczas na
istnienie tautologii, tzn. schematow zdan logicznie prawdziwych, i stosowalisémy metode zero-jedynko-
wa, aby wykaza¢ tautologicznos¢ takich schematow.

W systemie dedukcji naturalnej SD mozemy dowodzi¢ zardéwno tautologicznosci schematdéw
zdaniowych, jak i logicznej prawdziwosci zdan. W obydwu przypadkach dowdd taki przybiera
charakterystyczng postaé wyprowadzenia danego schematu zdaniowego lub zdania bez zalozeh
pierwotnych.

Schemat zdaniowy o jest tautologia (w systemie SD) zawsze i tylko wtedy, gdy istnieje
w systemie SD dowod, Zze o na podstawie pustego zbioru zatozen pierwotnych, czyli gdy
I+ a.
Zdanie Z jest logicznie prawdziwe (w systemie SD) zawsze i tylko wtedy, gdy istnieje
w systemie SD dowdd, ze Z na podstawie pustego zbioru zatozen pierwotnych, czyli gdy
D+ 7.

Przyktad 9

Sprobujmy dowiesé, ze ~(p ® ~p) jest tautologia. Podejdziemy do dowodu doktadnie tak, jak do tej po-
ry, z wyjatkiem tego, ze nie mozemy wpisa¢ zadnych zatozen pierwotnych, gdyz ich nie ma.
Tautologi¢ ~(p ® ~p) natomiast wpisa¢ musimy na dole linii dowodowej. Musimy skonstruowa¢ dowod
stanowiacy jej uzasadnienie. Przygotowujemy zatem nasz dowdd:

~(p *~p)

Mimo porazajacej oczy pustki, nasze postgpowanie niczym nie bedzie si¢ rozni¢ od dotychczasowego.
Dowody tautologii i prawd logicznych zawsze beda wymagaly zastosowania regut konstrukcyjnych.
W naszym wypadku narzuca si¢ zastosowanie reguty ~Wpr. Musimy zatem skonstruowa¢ subderywa-
cje o Scisle okreslonym zatozeniu dodatkowym:

1. | pe-~p Zat. (~Wpr)

~(pe~p)

Zalozenie to jest pierwszym wierszem przeprowadzanego dowodu. Teraz naszym zadaniem jest
znalezienie zdan bezposrednio sprzecznych, co w powyzszym wypadku jest trywialne:

1. | pe-~p Zat. (~Wpr)
2. p oElim1

3. ~p oElim1

4. | ~(pe~p) ~Wpr 1-2, 1-3
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Przyktad 10 (dla przerazonych dowodzeniem tautologii)

Zdarza si¢ niekiedy studentom przyzwyczajonym do dowodzenia, ze pewne zdanie wynika logicznie
z innych, iz trudno im przezwyci¢zy¢ porazenie spowodowane wspomniang juz pustka wsrod zalozen
pierwotnych. Na takie klopoty sugeruje przeprowadzenie nastgpujacego dowodu:

L|qges Zat.

p>(Pvr)
Poniewaz mamy wyprowadzi¢ implikacj¢, musimy zastosowaé regute —Wpr. Po przygotowaniu sub-
derywacji:

1 |qes Zat.
2.0 |p Zat. (—>Wpr)
pvr
p—>(pvr)

strategia dowodzenia narzuca si¢ sama — aby otrzymaé alternatywe p v r, majac dany jej pierwszy
czlon, wystarczy zastosowac regute VWpr.

1. | qes Zat.

2.0 |p Zat. (—>Wpr)
3.0 |pvr vWopr 2

4 | p>@pvr) —>Wopr 2-3

Ten dowod jest bardzo prosty. Nalezy jednak zwroci¢ uwage, ze nie korzysta si¢ w ogole z przestan-
ki 1. Istotnie schemat p — (p v r) jest tautologig — mozna go wyprowadzi¢ z pustego zbioru przestanek
pierwotnych. Przeprowadz ten dowdd (por. Rozwigzania, S. 394):

p—>(pvr)

Oczywiscie istotne przebiegi obu dowodoéw sg identyczne. W pierwszym wypadku wstawilismy
przestanke ,.atrape”, ktora stuzyla tylko u$mierzeniu palpitacji serca. Zawsze taka atrape mozna sobie
postawié, pod warunkiem ze w przestance tej nie wystepuja zadne zmienne zdaniowe (ew. zdania)
wystepujace w tautologii (ew. zdaniu logicznie prawdziwym), ktérego mamy dowiesc.

Cwiczenie 14.B

Dowiedz, ze nastepujace schematy zdaniowe sg tautologiami. (Rozwigzania, s. 396-398).

@ p—op

B0 [p—>ade@—>nN]—>(pP—T) prawo sylogizmu hipotetycznego
© [p—>ae(P—->nN]—>[pP—>(@Qen] prawo mnozenia nastepnikow
(d [p>re(P—>-N—>-p prawo redukcji do absurdu

€ [Pe@->nN]I—>[pea)—r]
) [Pe@->nNl>[g—>(pPer]
@ [P->@->nl=ld->@E->r]
(h) {pvag)elp—>nNe(@—>9)r—>(rvs) prawo dylematu konstrukcyjnego
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Przyktad 11 (prawo wylaczonego srodka)

Nie wszystkie dowody tautologii sa rdwnie proste — w szczegolnosci jezeli nie korzysta si¢ z regut
wtornych i regut podstawiania, o ktorych bedzie mowa w rozdziale 15. Jednym z trudniejszych
dowodow — ze wzgledu na wspomniane ograniczenia — jest dowod prostego wydawatoby si¢ prawa
wylaczonego $rodka (po lewej stronie umieszczony jest opis strategii, po prawej kolejne etapy
konstruowania dowodu; aby lepiej zrozumieé przebieg dowodu, wpisz odpowiednie informacje w
zaznaczone pola, a potem sprawdz, czy wpisane zostaty poprawnie):

(A) Mamy wyprowadzi¢ p v ~p. Narzuca si¢ za- |
stosowanie reguty vWpr, nie mamy jednak zad-
nego cztonu, do ktérego mozna bytoby co$ do-
daé¢. Nie mamy tez mozliwosci otrzymania takie-
go cztonu. Sytuacja jest beznadziejna, a w takiej

sytuacji porada babuni brzmi ,stosuj regule
~Elim!”: pv-~p

(B) Zyskujemy teraz dodatkowa informacje, ale
musimy dazy¢é do wyprowadzenia jakiej$ (choc
nie wiemy jakiej) sprzeczno$ci. Poniewaz jednak
nie mamy specjalnego wyboru, sprébujmy wy-
prowadzi¢ zdanie sprzeczne z tym wiasnie za-
tozeniem. Naszym celem posrednim staje si¢
otrzymanie pary zdan:

pv-~p

~(pv~p)
Drugie z tych zdan otrzymujemy przez powtorze-
nie. Ktopot tylko z pierwszym.

1, ~(p v ~p) Zat. (~Elim)

pv-~p

(C) Musimy si¢ zastanowi¢, jak otrzymaé sche-
mat p v ~p. Jest to schemat alternatywy. Dostep-
ne sg dwie strategie: (i) albo korzystamy z reguty
vWpr, (ii) albo korzystamy z reguty ~Elim.
Zwroémy uwage, ze do drugiej strategii juz si¢
ucieklismy (por. (A)). Gdyby$my to uczynili
ponownie, wowczas bylibysmy na dobrej drodze
do nieskonczonego regresu subderywacji. Spro- pv=p
bujmy zatem wykorzystaé strategie (i) i zastoso- ~(pv~p)
wa¢ regute vWpr. Nalezy tez zwroci¢ uwage, ze pv-~p
obiekcja podniesiona wobec tej strategii w punk-

cie (A) przestaje obowigzywaé. Teraz juz bo-

wiem dysponujemy czyms, a mianowicie zatoze-

niem dodatkowym w wierszu 1.

1. ~(p Vv ~p) Zat. (~Elim)

R1

(D) /_%by Zastosowa.é regute VWpr 'd.o wyprowa- 4 ~(p v D) Zat. (~Elim)
dzenia p v ~p, musimy dysponowac¢ jednym z jej
cztonéw. W tym momencie mozemy obrac za cel
dowolny z nich — wybierzmy ~p. Naszym celem
jest wyprowadzenie ~p.

~p

pv-~p

~(pv-p) R1

pv-~p
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(E) Aby wyprowadzi¢ ~p, sprobujemy zastoso-
wacé regute ~Wpr. Konstruujemy wigc subdery-
wacje, ktorej zatozeniem dodatkowym jest p.
Musimy teraz wyprowadzi¢ jaka$ bezposrednia
sprzecznosc. Moze to by¢ albo:

p
~p
albo
pv-~p
~(pv~p)

(F) Chwila refleksji wystarczy, aby wybra¢ te
druga ewentualnos¢:
pv~p —otrzymamy przez zastosowanie
reguty vWopr
~(p v ~p) — otrzymamy przez powtorzenie.

Reszta uktada si¢ w dowod (por. Rozwigzania,
s. 394).

Cwiczenie 14.C

~(p v ~p)

~p
pv-~p
~(p v ~p)
pv-~p

~(p v ~p)

pv-~p
~(pv~p)
~p
pv-~p
~(pv~p)
pv-~p

Zat. (~Elim)
Zatl. (~Wpr)

R1

Zat. (~Elim)
Zat. (~Wpr)

R1

R1

Sprobuj dowies¢, ze nastepujacy schemat zdaniowy jest tautologig: (p — q) v (g — p). Mozesz wréci¢ do tego

éwiczenia po przerobieniu rozdziatu 15 — uzywajac regut podstawiana i regut wtérnych. (Rozwigzania, s. 398).

Cwiczenie 14.D (dla chetnych)

Dowiedz, ze wszystkie pozostate schematy tautologiczne wymienione w rozdziale 7 sa tautologiami w systemie SD.

(Zadanie to bedzie tatwiejsze po przerobieniu rozdziatu 15).
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