Solutions to Workbook Exercises

Unit 11:

Natural Deduction Proofs (ll)

=Elim.I. Fill in the missing information:

1.|C=D Pr.
2.|C Pr.
3./D =Elim 1, 2
1.|B=-D Pr.
2.|~D Pr.
3./B =Elim 1, 2
1. | A=(D+B) Pr.
2./|DeB Pr.
3. 1A =Elim 1, 2
1.|~A=~B Pr.
2. | ~A Pr.
3.|~-B =Elim 1, 2
1. (A—>B)=(C=D) Pr.
2./|C=D Pr.
3.]A—>B =Elim1, 2
1. Pr.
2. (~-D=A)C Pr.
3.|~-D=A Pr.
4. | ~D =Elim 1,3

N

N

wmn

o

Pr.
Pr.
=Elim1, 2

Pr.
Pr.
=Elim1, 2

Pr.
Pr.
=Elim 1, 2

Pr.
Pr.

=Elim 1, 2

Pr.
Pr.
=Elim 1,2

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 1, 3
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C
A

[A=(A=B)]=C

HwdhpE

A=(A=B)

~(D+A)
(~-D—>A)=C
~(D+A)=~C

HPwbdeE

~C

(A=B)=C
~(B=C)
A=B

APwbdE

C

Pr.
Pr.
Pr.

=Elim 1, 3

Pr.
Pr.
Pr.

=Elim 1,3

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 1, 3

APwbdpE

PwbdpE

A=(D - (A=QC))
D—>(A=C)

HPwbdpE

A

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 1, 3

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 1, 3

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 2,3

=Elim.II. The following proofs are missing exactly one step to prove the conclusion (on

the last line). Fill in the missing step, justify it and justify the last step::

(A=B)-C

Howbd e

aprowpnE

[Tl
O w

arownE

O W>w>

Pr.

Pr.

*Elim 1
=Elim 2,3

Pr.
Pr.
Pr.
—Elim 2,
=Elim 14

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 1,3
=Elim 2,4

C=B
Be-~A

Eal Sl

B
C

arownpE

i m
O w

IR

> mOmP>

Pr.

Pr.

*Elim 2
=Elim 1,3

Pr.
Pr.
Pr.
—Elim 1,
=Elim 2,4

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 2,3
=Elim 1,4
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=Elim.Ill. The following proofs are missing exactly two steps to prove the conclusion (on

the last line). Fill in the missing steps, justify them and justify the last step:

(A=B)-C
CeA

aprwnh e

A=B

o urwbdE

ok wNE

Pr.

Pr.

*Elim 1
*Elim 2
=Elim 3,4

Pr.

Pr.

Pr.

*Elim 3
=Elim 14
=Elim 2,5

Pr.

Pr.

Pr.

*Elim 2
=Elim 14
=Elim 3,5

(A=B)-C
BeD

arwnh e

A=B
B
A

o g
Owo

oukrwdhE

> mWOo>w

(A=B)=(-C-A)

~C

o asrwN PR

Pr.

Pr.

*Elim 1
*Elim 2
=Elim 3,4

Pr.

Pr.

Pr.

*Elim 3
=Elim 1.4
=Elim 2,5

Pr.

Pr.

Pr.

eInt 2,3
=Elim1,4
=Elim 3,5
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=Elim.IV. Prove that the indicated conclusion follows from the premises given:

Prove: C
1.

‘@
I

C)

[Tl
o8]

@ gl Mwn
I
O

Ol @ W>>>

Prove: C

1.|B=(B=C)
A > (B*D)

N o g e
I
O

O ™ W wW>

Prove: A« C

T
Jow

O N oo o1 WD
> O O » WwoO >

O

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 2,3

=Elim 1,3
=Elim 4,5

Pr.
Pr.
Pr.
—Elim 2,3

*Elim 4
=Elim 1,5
=Elim 5,6

Pr.
Pr.
Pr.
*Elim 3

=Elim 1,4
*Elim 3
=Elim 2,6
°Int 5,7

Prove: A

1.

(A=B)=(B=0)
B=C
C

2
3.
4.
5
6

B

B
A
A

Prove: B« D

i
OO0 w

© N o O AW

W O O W 0>

O

Prove: H

=

(~A+C)=(B v C)
H=(BvC)
(~A*D)+C

©| o N o U Mo

~A D
C
~A
~A«C
BvC

Pr.
Pr.
Pr.
=Elim 2,3

=Elim 1,2
=Elim 4,5

Pr.
Pr.
Pr.
*Elim 3

=Elim 1,4
*Elim 3
=Elim 2,6
Int 5,7

Pr.
Pr.
Pr.
*Elim 3

*Elim 3
*Elim 4
*Int 6,5
=Elim 1,7
=Elim 2,8
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vint.l.a. Apply the vint rule by adding statement B:

A
A—->C

Av B
BvA

HowbdE

B—->B

(B >B) v B
Bv (B >B)

HwDdNE

B
AvC

BvB
Bv(AvC)
(AvC)vB

a bk~ wbnhE

Pr.
Pr.

vint 1
vint 1

Pr.
Pr.

vint 2
vint 2

Pr.
Pr.

vint 1
vint 2
vint 2

A
A—->C

HowbdeE

(A->C)vB
Bv((A—C)

~B
B—->B

> ownNE

~BvB
Bv-~B

~A
A=C

S

~Av B
Bv-~A
Bv(A=C)
(A=C)vB

vint.l.b. Apply the vint rule by adding statement ~B:

A
A—>C

Av~B
~Bv A

PR

~A
A=C

~A v ~B
~B v ~A

M owdeE

A

B—->B

Pr.
Pr.

vint 1
vint 1

Pr.
Pr.

vint 1
vint 1

Pr.
Pr.

vint 1

A
A—->C

PopdE

(A—>C)v-~B
~Bv(A—>C)

AvC

HowdE

Bv~B
~Bv B

~B
B—->B

HobdeE

(B >B)v ~B
~B v (B —B)

Pr.
Pr.

vint 2
vint 2

Pr.
Pr.

vint 1
vint 1

Pr.
Pr.

vint1l
vint 1
vint 2
vint 2

Pr.
Pr.

vint 2
vint 2

Pr.
Pr.

vint 1
vint 1

Pr.
Pr.

vint 2
vint 2
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vint.l.c. Apply the vint rule by adding statement ~B = A:

A
A—->C

HwnNnE

Av (-B=A)
(~-B=A)VvA

A
A—->C

e\ e

(A>C)v (-B=A)

(~-B=A)v (A - C)

Pr.
Pr.

vint 1
vint 1

Pr.
Pr.

vint 2
vint 2

HowbdeE

~A

A=C

~Av (~-B=A)
~-B=A)v~A
~B

B—->B

> ownNE

(B >B) v (-B=A)
(~-B=A) v (B >B)

Pr.
Pr.

vint 1
vint 1

Pr.
Pr.

vint 2
vint 2

vint.ll. The following proofs are missing exactly one step to prove the conclusion (on the
last line). Fill in the missing step, justify it and justify the last step:

A
(AvB)—C

HwnNnE

AvB
C

(Av~B) >C

e\ e

Av~B

D=(AvC(C)

S

AvC

(BvA)=(CvD)
A

b

BvA
CvD

~A
C

A owbde

CvD
Bv(CvD)

Pr.
Pr.

vint 1
—Elim 2,3

Pr.

Pr.

vint 1
—Elim 2,3

Pr.

Pr.

vint 1
=Elim 2,3

Pr.

Pr.

vint 2
=Elim 1,3

Pr.
Pr.

vint 2
vint 3

(Dv~B) > A
-B

Mo

Dv-~B
A

(Cv~B)—>(~-Av~B)
C

o

Cv-~-B
~A v ~B

> ownNE

M owobhRE

CvA
(CvA)v(Cv D)

~A
C

M owopbRE

CvB
(CvB)vD

Pr.

Pr.

vint 2
—Elim 1,3

Pr.

Pr.

vint 1
—Elim 1,3

Pr.

Pr.

vint 1
=Elim 2,3

Pr.
Pr.
vint 2
vint 3

Pr.
Pr.

vint 2
vint 3
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vint.lll. The following proofs are missing exactly two steps to prove the conclusion (on
the last line). Fill in the missing steps, justify them and justify the last step:

A+B
(AvC)—>D

A
AvC
D

akrowbdE

A
C

AvB
DvC

ok~ owbdE

(AvB)+(DVvC)

(CvA) - [D=(CvA)]
A

CVvA
D=(CvA)
D

ISANE R

Pr.

Pr.

*Elim 1
vint 3
—Elim2,4

Pr.
Pr.

vint 2
vint 3
Int 3, 4

Pr.

Pr.

vint 2
—Elim1,3
=Elim 3,4

~D=(AvC)
CeB

o krowbdrE

C
AvC
~D

A
A—[(AvB)—> D]

eSS

(AvB)—>D
AvB
D

A
(CvA) —>B

akr oo

CvA
B

BvC

vint.IV. Prove that the indicated conclusion follows from the premises given:

Prove: ~C
1| (AvB)—>D

(~Ev D) —~C
A

AvB
CvD
~EVA
~C

N o g kowbd

Pr.
Pr.
Pr.
vint3

—Elim14
vint3
—Elim 2,6

Prove: [[AvB)vC]*(DVvA)

A
~B

o o g g ~DNpE

(AvB)vC
DVA
DVA
DVA

[AvB)vC]s(DVA)

Pr.

Pr.

*Elim 2

v Int3
=Elim 1,4

Pr.
Pr.

—Elim1, 2
vint 1
—Elim 3,4

Pr.
Pr.

vint 1
—Elim2, 3
vint 4

Pr.
Pr.

vint3
vint1l
vint1
vint1l
*Int4,5
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D.S.I. Fill in the missing information:

wnE

W

W

LN

LN

wn e

N

N

AvB

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
DS. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

N e

wn e

w N -

wnhE

N

wn e

w N

gk~ wbdE

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
D.S. 1,2

Pr.
Pr.
Pr.
D.S. 1,3
D.S. 2,3
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D.S.1l. The following proofs are missing exactly one step to prove the conclusion (on the

last line). Fill in the missing step, justify it and justify the last step:

~D
(CvD)vD

e

CvD
C

~B
~B - (A v B)

e

AvB
A

Pr.
Pr.
D.S. 1,2
DS. 1,3

Pr.

Pr.
—Elim 1,
D.S. 1,3

~A+~B
BvD

HowbdeE

~B
D

(~B v ~A) = —~A

~A

o

~B v ~A
~B

Pr.
Pr.
*Elim 1
D.S. 2,3

Pr.

Pr.

=Elim 1,2
D.S. 2,3

D.S.1Il. The following proofs are missing exactly two steps to prove the conclusion (on

the last line). Fill in the missing steps, justify them and justify the last step:

~D=(Av D)
~-D+B

agbrwbdnE

~D
AvD
A

[[AvB)vC]vC

~C+~B

agbrwbdE

~C
(AvB)vC
AvB

Pr.

Pr.

*Elim 2
=Elim 1,3
D.S. 34

Pr.
Pr.
*Elim 2
D.S. 1,3
D.S.34

[FA—>(DVvA)]VvA

~A

ok~ wnE

~A—>(DvVvA)
DvA
D

Bv(AvB)

okr wdE

AvB

DvA

Pr.

Pr.

D.S. 1,2
—Elim 2,3
D.S.24

Pr.

Pr.

DS. 1,2
D.S. 2,3
vint 4
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D.S.IV. Prove that the indicated conclusion follows from the premises given:

(a) Prove that C

1.

D->(AvC)
De~A

o s LN

D
AvC
~A

C

(c) Prove: B

1.

C
~A=(~D v C)
(CvD)—> (AvB)

© g k~owbd

CvD
AvB
~DvC

(e) Prove that C

=

(~rAe~B)>C
(~rAv D)e(~BvD)

©ooNOoOk W

(9) Prove that ~D

=

2 O©ooNO AN

(AeB) > ~C
Cv-~D
(AvG)—>B
EeA

A

AvG
B

AeB

Pr.

Pr.

oElim 2
—Elim 1,3
eElim 2
DS 4,5

Pr.
Pr.
Pr.

vint 1
—Elim3,4
vint 1

Pr.

Pr.

Pr.

eElim 2
DS 4,3
eElim 2
DS 4,3
eint5,7
—Elim 1,8

Pr.

Pr.

Pr.

Pr.

eElim 4
vint5
—Elim 3,6
eint 5,7
—Elim 1, 8
DS 2,9

(b) Prove that ~Z

1.|F—> (Ge~H) Pr.
2.|~ZvH Pr.

3. |F Pr.

4. | Ge~H —Elim 1,3
5. |~H oElim 4
6.|~Z DS 25

(d) Prove: ~B

1. OvAV[AvV(BVvA)] Pr.

2.|~A—>~(DvA) Pr.

3.|~AC Pr.

4. | ~A *Elim 3

5. | ~(D v A) —Elim 2, 4

8.|~B DS.7,4
(F) Prove that Z

L. | (AvB)v(~=TvW) Pr.

2. 1 (TvZ)v(AvB) Pr.

3. |~-We~(AvB) Pr.

4 | ~(AvB) oElim 3

5 |TvZ DS 2,4

6 |~-TvW DS1,4

7. | ~W eElim 3
8. | ~T DS 6,7
9. |Z DS5, 8
(h) Prove that ~H

1. |F—>(G—~H) Pr.

2. |(Fe~W)—>(GvT) Pr

3. |Fe~T Pr.

4. | ~-WvT Pr.

5 |F oElim 3

6. |G—>~H —Elim1,5
7. | ~T eElim 3

8. | ~W DS 4,7

9. |Fe~W eInt 5,8

10. |GVvT —Elim 2,9
11. | G DS 10,7

12 | ~H —Elim 6,11
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(i) Prove that R

P=(Q—>(RVY))
PeQ

~SvT
~T v ~W

~~W

P
Q> (RVS)

Pr.

Pr.

Pr.

Pr.

Pr.

eElim 2
=Elim1, 6
oElim 2
—Elim 7,8
DS 4,5
DS 3,10
DS 9,11

(j) Prove that ~D

A— (-BvC)

~B—> (FvG)
(Ge~H) > (-D v B)
(Ae~C)VvH
~H e ~F

~H
Ae~C

Pr.

Pr.

Pr.

Pr.

Pr.

eElim5

DS 4,6
oElim7
—Elim 1,8
oElim7

DS 9,10
—Elim 2, 11
eElim5

DS 12,13
eint 14, 6
—Elim 3, 15
DS 16, 11
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